INTEGRALI

Dvostruki integral

e Definicija:

Neka je D zatvorena oblast u ravni Oxy, na kojoj je definisana neprekidna
funkcija z = f(z,y). Podelimo oblast D na n elementarnih podoblasti
D;, 1 = 1,n, ¢ije ¢emo povrsine oznaciti sa AS;. U svakoj podoblasti
AS; izaberimo tacku M;(x;,y;) i sastavimo sumu

Op = Z f(xlvyz>ASw
i=1
koju éemo zvati integralnom sumom za funkciju f(x,y) u oblasti D.

Oznacimo sa d najveéi od dijametara oblasti D;. Tada ¢emo pod
¢injenicom da d — 0 smatrati usitnjavanje oblasti D na podoblasti
D;. Ocigledno vazi d — 0 = n — oc.

Tada, zbog neprekidnosti funkcije f(x,y), lim, .. 0, postoji nezavisno
od razbijanja oblasti D i izbora tacaka M; i njega zovemo dvostrukim
integralom funkcije f(x,y) na oblasti D i oznacavamo sa

//f(x,y)dxdy ili //f(x,y)dS.

U tom slucaju za funkciju f(z,y) kazemo da je podintegralna funkcija
a za oblast D da je oblast integracije.

e Geometrijska interpretacija: Akoje f(x,y) > 0,tada [ [ f(x,y) dzdy
predstavlja zapreminu tela, ogranicenog odozdo sa oblasti D, odozgo
sa povrsi z = f(x,y), a sa strane sa cilindricnom povrsi obrazovanoj
rotacijom prave paralelne osi O, duz granice oblasti D:

e Osobine:

) [ [atdedy=a [ [ (.y) dedy,

gde je a proizvoljna konstanta.



2.
//(f(x,y)Jrg(ﬂf,y))dxdy://f(%y) dwdy+//g($,y) drdy.

3. Ako su funkcije f(z,y) i g(x,y) neprekidne na oblasti D i ako je
f(z,y) < g(z,y), tada je

[ [ Hwy)dudy < [ [ gl y) dudy.

4. Ako se oblast D moze predstaviti kao unija dve oblasti D; i Dy koje
nemaju zajednickih unutrasnjih tacaka, tada je

| [ fayydady = [ [ 1.y dedy+ [ [ fw.y) dody

e Izracunavanje dvostrukog integrala:

Pretpostavimo da se oblast DD moze predstaviti preko sistema nejed-
nakosti:

D={(z,y)|a <z <b y(r) <y <yr)}

Tada vazi
b [ ) b y2(x)
//f(w,y)dxdy =/ / f(x,y)dy dw:/ dx/ flz,y)dy.
5 o [Ju() a vi(z)

Analogno, neka je oblast D zadata sa:

D= {(x>y> ’ c<y<d, xl(y) ST < Ig(y)}.

Tada vazi

[ [ steanasay = [*| [ ey ae] an = [“ay [ st
D



e Smena promenljivih kod dvostrukog integrala:

Posmatra¢emo dvostruki integral

| [ fla.y) dudy

u pravougaonom koordinatnom sistemu (z,y). Pretpostavimo da se
promenljive x i y mogu predstaviti kao funkcije dve promenljive u i
v, tj. * = z(u,v) i y = y(u,v), pri ¢emu su te funkcije neprekidne,
zajedno sa svojim parcijalnim izvodima prvog reda, na nekoj zatvorenoj
oblast G ravni Ouv. Pretpostavimo takodje da te funkcije jednoznacno
preslikavaju oblast G na oblast D. Tada vazi:

[ @ ydeay = [ [ fletwv)y(o)] -1 0)] dudo,
D G

gde je
or o
_ | Ou Ov
J(u, U) = @ @
ou Ov

Jakobijan preslikavanja G u D. Koordinate (u,v) nazivaju se krivolin-
ijske koordinate tacke (x,y).

Najvazniji slucaj krivolinijskih koordinata su takozvane polarne koor-
dinate koje se zadaju formulama x = pcosp, y = psing, (p > 0,
0 < ¢ < 27). Jakobijan je u tom sluc¢aju jednak p. Prema tome vazi

//f(l‘,y) drdy = //f(pcosso,psiw)pdpdso.
D G

e Primena dvostrukog integrala:

1. Ako je D ogranic¢ena oblast ravni Oxy tada se njena povrsina ra¢una
po formuli

S =S(D) = / / dzdy.

D

2. Kao $to smo ve¢ napomenuli, zapremina tela, ogranicenog odozdo
sa oblasti D, odozgo sa povrsi z = f(x,y), a sa strane sa cilindricnom



povrsi obrazovanoj rotacijom prave paralelne osi O, duz granice oblasti
D, racuna se po formili

V://f(x,y) dxdy.

Zadaci:

. Izra¢unati

. Izracunati
//(:z: + 2y) dxdy,
D

gde je D unutrasnjost trougla sa temenima u tackama A(0,0), B(1,2)
i C(3,0).

Resenge: I = I, + I, = 8 gde su
1 2z 3 3—x
11:/ dx/ (x + 2y) dy, [2:/ dx/ (x + 2y) dy.
0 0 1 0

. Izra¢unati

//mQyQ\/l — 3 — y3 dady,
D

gde je D oblast definisana relacijama = > 0, y > 0, 22 + 3% < 1.

Resenje:

1 Vi-a3 4
I:/ 2d/ 2= — Py = —
0 v 0 4 o vy 135



4. Izrac¢unati

/D/(xy — 2x 4 3y) dxdy,

gde je D oblast ogranic¢ena krivim y = /x i y = 23.

Resenje:
403

Y-
I:/d/ 9+ 3y dy = —
, 4 [, (v =204 3y)dy = e

5. Izra¢unati
//(21; — 3y) dzdy,
D

gde je D unutrasnjost kruga x? + y* = 16 u I kvadrantu.

Resengje: Polarne koordinate:

T =pcosp, y=psing, J =p,

64

4 3
I :/ dp/ (2pcos ¢ — 3psing)pdp = —5
0 0

6. Izracunati
//(235 — 3y +4) dzdy,
D

gde je D unutrasnjost elipse % + %2 =1

Resenje: x = 2pcos ¢, y = 3psing, J = 6p,
1 2m
I = / d,o/ (2pcosp — 3psing + 4)pdo = 24m.
0 0

7. Izracunati
[ [ vy
D
gde je D unutrasnjost kruga x? + y? = 2y.
Resenje: © = pcos¢, y =1+ psing, J = p,

1 2 1
]:/ dp/ (p* +2psing + 1)*pdo = (?))W
0 0



8. Izracunati zapreminu tela ogranicenog eliptickim cilindrom % +yt =1

10.

iravnima z = 12 — 3z — 4y, z = 1.

Resenje: © = 2pcos ¢, y = psine, J = 2p,

1 2m
I = / d,o/ (11 — 3pcos ¢ — 4psin ¢)2p dop = 22.
0 0

. Izracunati zapreminu tela ogranicenog povrsima (r — 1)? +¢* = z i
20 + 2 = 2.
Resenje: Eliminacijom z iz jednac¢ina povrsi dobijamo 2?2 + y? = 1.

Uvodjenjem polarnih koordinata dobijamo da je
T

27 1
Vz/ dcp/ p(1 = p*)dp = 5.
0 0 2

Izracunati zapreminu tela ograni¢enog kruznim cilindrom 22 +y? = 2z
iravnima z =z, z = 3.

Resenje: x = pcos¢ + 1,y = psing, J = p,

1 2
V:/ dp/ (24 2pcoso)pdp = 2.
0 0



Trostruki integral

e Definicija:

Neka je V' zatvorena oblast u prostoru Ozyz, na kojoj je definisana
neprekidna funkcija v = f(z,y,z). Podelimo oblast V' na n elemen-
tarnih podoblasti ¢ije ¢emo zapremine oznaciti sa Av;. U svakoj podoblasti
izaberimo tacku M;(x;, y;, z;) 1 sastavimo sumu

n

my = Zf(xivthi)Avh

i=1
koju éemo zvati integralnom sumom za funkciju f(z,y, z) u oblasti V.

Kao i kod dvostrukog integrala, zbog neprekidnosti funkcije f(z,v, 2),
lim,, . M, postoji nezavisno od razbijanja oblasti V' i izbora tacaka
M; i njega zovemo trostrukim integralom funkcije f(z,y,z) na oblasti
V' i oznacavamo sa

///f(:v,y,z)dxdydz ili ///f(x,y,z)dv.
v v

Osobine trostrukog integrala su potpuno analogne odgovarajué¢im os-
obinama kod dvostrukih integrala.

e Izracunavanje trostrukog integrala:

Pretpostavimo da se oblast V' moze predstaviti preko sistema nejed-
nakosti

V=A{(z.y,2)la <z <buy(z) <y <), zu(r,y) <2< eyl

Tada vazi

bl ry2(z) | re2(zy)
///f(x,%z) dxdydz :/ [/ [/ flz,y,2) dz] dy] dx.
> a [Jy(z) |Jz(zy)

e Smena promenljivih kod trostrukog integrala:

Kao kod dvostrukog integrala vazi sledeca formula:

]:///f[x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)] | J (u, v, w)| dudvdw,
%



gde je

gu gv gv
J(u,v,w) = 8—3 a—z %
ou Ov Ow

i gde smo sa I oznacili [ [ [y f(z,y, 2z) dedydz.

Naves¢emo neke vazne slucajeve transformacija koordinata kod trostrukih
integrala:

Sferne koordinate:
T = psingcosh, y = psindsinb, z = pcos ¢, J = p*sin ¢,
Cilindri¢ne koordinate:
T =pcoso,y=psing, z ==z, J =p,

Primena trostrukog integrala:

Zapremina tela V' se rac¢una po formuli
V= /// drdydz.
v

Zadaci:

. Izracunati
/ / / xdrdydz,
i

gde je V oblast u prvom oktantu ogranicena sa ravni § + % + 2 = 1.

2 —3x+3 1-£-4 67
1:/ d / ’ d/ dz = —L
0 . 0 4 0 raz 512

Resenje:

2. Izracunati

///xydxdydz,
v



gde je V oblast ogranicena hiperboloi¢nim paraboloidom z = zy i rav-
nimaz+y=12=0(z>0).

1= [ar [ “ay [Mayde=
R A T
///(x+y—2z+1)dxdydz,
L

gde je V deo lopte 2% + y? + 22 < 4 u prvom oktantu.

Resenge:

. Izracunati

Resenje: Sferne koordinate:

= psingcosh, y = psingsinb, z = pcos ¢, J = p*sin ¢,

1= ["dp [* a0 [* fp.0)smodo =T

332+ 2—|—22 dxdydz
( Yy Yyaz,

gde je V oblast koju ogranicava elipsoid z? + 3> + % =1

. Izracunati

Resenje:

r = psingcosh, y = psinpsinb, 2 = 2pcos ¢, J = 2p?sin ¢,

1_/ dp/ o | 7 o )p2sm¢d0:1§”.

///\/x2+y2dxdydz,
v

gde je V oblast ograni¢ena konusom z? + y? = 2

. Izracunati

2isaravni z = 1.

Resenge: Cilindriéne koordinate:

T =pcosg, y=psing, z=z,J=p,

1= ["as ["as [ ripoppdr=".
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6. Izracunati zapreminu tela koje ograni¢avaju paraboloidi z = 22 + y?,
z = 222 + 2y?, cilindri¢na povrs y = 2% i ravan y = .
Resenge:

1 x 222 4-2y> 3
V:/O dx/gﬂdy N T -2
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Krivolinijski integral I vrste

e Definicija:

Neka je u svakoj tacki glatke krive L = AB u ravni Oxzy zadata
neprekidna funkcija dve promenljive f(x,y). Podelimo krivu L na n
delova tackama A = My, M, ..., M, = B. Na svakom od delova krive
M;_1 M; izaberimo tacku M;(T;,¥,) i sastavimo sumu

n

Sp =Y f(Ti,7,) AL,

i=1
gde je Al; duzina dela M; 1 M;. Dobijena suma se naziva integralnom
sumom prvog reda za funkciju f(x,y), zadanu na krivoj L.

Oznacimo sa d maksimalnu duzinu lukova M;_1M;, tj. neka je d =
max; Al;. Zbog neprekidnosti funkcije f(z,y) postoji grani¢na vrednost
integralnih suma S, (kada d — 0), koja ne zavisi od podele krive L na
delove i izbora tacaka M; i ona se zove krivolinijski integral prve vrste
funkcije f(z,y) po krivoj L i oznacava sa

/f(a:,y)dl ili /f(:v,y)dl.
L AB

e Osobine:

Osobine krivolinijskog integrala prve vrste su analogne odgovaraju¢im
osobinama kod dvostrukih i trostrukih integrala integrala uz jednu novu
osobinu:

[ fayyd= [ fa.y)d.
AB BA

tj., krivolinijski integral prve vrste ne zavisi od pravca integracije.

e Izracunavanje krivolinijskog integrala prve vrste:
Neka je kriva L zadata neprekidno-diferencijabilnom funkcijom y =
y(x), z € [a,b]. Tada vazi:
b

[ fayydi= [ fay@)y1+ @) dr.
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Neka je kriva L zadata parametarskim jednac¢inama x = z(t),y =
y(t), t € [a, B]. Tada vazi:

g
«a

[yt = [ pa), vo) /@) + @)

Zadaci:

. Izracunati

/fds
ly

gde je [ luk parabole y? = 2x izmedju tacaka (2,2) i (8,4).
Resenje: I = é(l?x/ﬁ —5v/5).

. Izracunati

/ (2* +y°) ds
!
gde je [ trougao sa temenima u tackama A(1,0), B(0,1) i O(0,0).

S T TV/2 1 1 T(V241)
R@S@nj@. [—ﬁ‘i‘z—i—g—T

/y2d3

!
gde je [ luk cikloide z = 2(t —sint), y = 2(1 — cost), 0 < t < 2.

. Izracunati

Resenge:
2m t 2048
=64 / in® L= o0
6 A sin 5 B

. Izracunati

/\/332 +y%ds
!

gde je [ kriva zadata parametarskim jednac¢inama x = cost + tsint,
y =sint —tcost, 0 <t < 27.

Resenge:

2 1
I:/ W+ Pdt = 5 [(14+47%)F - 1]
0
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5. Izracunati
/(332 +y?) ds
!
gde je [ krug z° + y? = az, (a > 0).
Resenje:

jus 3

Ta
T = pcos ¢, y = psin ¢, I:a3/2 cos® pdp = -

INIE]
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Krivolinijski integral II vrste

e Definicija:

Neka je | = AB glatka kriva i neka je P(z,y) neprekidna funkcija
definisana u tackama krive L. Podelimo krivu [ na n delova tackama
A= My, My,..., M, = B. Na svakom od delova krive M;_; M; izaber-
imo tacku M,(T;,¥;) i sastavimo proizvod

P<Tz7yz)Am’L)
gde je Ax; = x;1 — z;. Formirajmo sumu

Sn,:c - ZP(TZ’gz)AxM
i=1

koja se naziva integralnom sumom drugog reda za funkciju P(z,y) po
koordinati x.

Oznacimo sa d maksimalnu duzinu lukova M;_1 M;. Zbog neprekidnosti
funkcije P(x,y) postoji grani¢na vrednost integralnih suma S, . (kada
d — 0), koja ne zavisi od podele krive [ na delove i izbora tacaka M; i
ona se zove krivolinijski integral druge vrste funkcije po koordinati = i

oznacava sa
/ P(z,y)dx.
l

Potpuno analogno se definise i krivolinijski integral druge vrste funkcije
Q(z,y) po koordinati y, koji se oznacava sa

| Q) dy,

gde je Q(z,y) neka neprekidna funkcija.

Zbir krivolinijskih integrala
/P(fc,y) dr i /Q(fc,y) dy,
! !

se naziva krivolinijski integral druge vrste i oznacava se sa

/P(x, y)dx + Q(x,y) dy.
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Osobine:

Osobine krivolinijskog integrala druge vrste su analogne odgovarajué¢im
osobinama kod dvostrukih i trostrukih integrala integrala. Specijalno,
vazi osobina

/P(x,y)d:chQ(flay)dy:—/P(way)derQ(l‘,y)dy,
AB BA

tj., krivolinijski integral druge vrste menja znak pri izmeni pravca in-
tegracije.
Izracunavanje krivolinijskog integrala druge vrste:

Neka je kriva L zadata neprekidno-diferencijabilnom funkcijom y =
y(x), z € [a,b]. Tada vazi:
b

| Play)de +Q.y)dy = [ [P(e,y(@)) + Qe,y(@))y (2) da.

a

Neka je kriva L zadata parametarskim jednac¢inama x = z(t), y =
y(t), t € [a, B]. Tada vazi:

(67

[ Pl e Qg dy = [ TP, 50 (1) + QU0 y )y ()] dr

Grinova formula:

Neka su P(z,y) i Q(z,y) funkcije neprekidne zajedno sa svojim parci-
jalnim izvodima prvog reda i neka kriva L ogranicava zatvorenu oblast
D. Tada vazi:

/P(fv,y) dr + Q(z,y) dy = // @g(%y) - (Z)];(x,y)> dxdy
l D

Zadaci:
. Date su tacke A(3,6), B(3,0) 1 C(0,6). Izracunati

/(8x+4y+2)daz‘+(8y+2)dy
!
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gde je [:

a) Odsecak OA.

b) Izlomljena linijia OBA.

¢) Izlomljena linijia OC A.

d) Parabola, simetricna u odnosu na osu Oy, koja prolazi kroz O i A.
Resenje: a) I =234; b) I =198; ¢) [ =270; d) y = 222, I = 222.

. Izracunati

/ i dr + x dy

1+z
i

gde je [ luk krive y = 2y/x — x u prvom kvadrantu.
Resenge: I =21, — I, + I35 = % —4arctg2 + Inb gde su:

4 \/E
1:/ dr — 4 — 2arctg 2, — 1),
1= T arctg (smena+/z =t)

I YT e —4
2—/0 Tz r=4—1nbd,

8

]3:/04(\/E—x)d$:—3.

. Izracunati

J (20— y)de — (a~y)dy

!
gde je [ prvi svod cikloide x = a(t —sint), y = a(l —cost), 0 < ¢t < 27.
Resenge:

27
I= az/ (sin®t — sint cost) dt = wa®.
0

. Izracunati

/(3:1:3/ —22%) dw + (day — 2% dy
!

gde je [ zatvorena kriva koja se sastoji od delova krivih y = 2% iy = /.

1 1al 3ﬁél 3x)d 8
—/0 l‘/z3(y— x)y—g.

Resenje.
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5. Izracunati
/(az2 — 3zy) dz + (vy + 2¢°) dy
!

(y —2)

16
Resenje. x =1+ pcos¢, y =2+ 4psing, J = 4p,

=1.

gde je [ elipsa (z — 1)* +

2m 1
[:4/ d¢/ (54 4psin¢ + 3pcos p)pdp = 20.
0 0

6. Izracunati

/(x2+2y2—y)dx+(2+a:—x2)dy
!

22 P
de je [ eli — 4+ = =1
gde je e1psa4+9

Resenje. x = 2pcos ¢, y = 3psing, J = 6p,

2T 1
I:6/ d¢/ (2 — dpcosé — 12psin @)pdp = 127,
0 0

7. Izracunati

/(xy+x—|—y)dx+(a:y+x—y)dy
!

gde je [ kriva 22 + y? = 3z.
Resenje. x = % + pcoso, y = psing, J = p,

27w

2 %
I_/ dgb/ psmd)—f—pcos@pdp——?.

8. Izracunati

/2($2 +y?)dr + (v +y)*dy
!
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gde je [ trougao sa temenima u tackama A(1,1), B(2,2) 1 C(1,3).

2 iz 4
]:2/ dx/ (x—y)dy = —=.
1 T 3

Resenge.

9. Izracunati

/(Qx —3y)dx + (2* — zy) dy

gde je [ deo krive y = v/4 — x u prvom kvadrantu.

Resenge.

196

4 Vi—x
[:/ dx/ 2z —y+3)dy—16 = .
0 0 15
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Povrsinski integral I vrste

e Definicija:

Neka je zadata neprekidna funkcija f(x,y,z) na nekoj glatkoj povrsi
S. Posmatracemo razbijanje povrsi S na delove Sy, 5, ...,.9,, Cije su
povsine Aoy, Aos, ..., Ao, 1 Ciji su dijametri dy, ds, ... d,. Na svakom
delu S; izaberimo tacku M;(x;, y;, z;) 1 sastavimo sumu

n

Op = Zf(xz',yi, Zz) - Aoy,

i=1
koja se naziva integralnom sumom prvog reda za funkciju f(z,y, z).
Tada, zbog neprekidnosti funkcije f(z,y, z), lim,_. 0, postoji nezav-

isno od razbijanja povrsi S iizbora tacaka M; i njega zovemo povrsinskim
integralom prve vrste i oznacavamo sa

//f(x, y, z) do.

Definicija povrsinskog integrala prve vrste je analogna definiciji kriv-
olinijskog integrala prve vrste pa su i osobine povrsinskog integrala prve
vrste analogne odgovaraju¢im osobinama krivolinijskog integrala prve
vrste.

e Izracunavanje povrsinskog integrala prve vrste:

Neka je povrs S zadata na oblasti D ravni Ozy funkcijom z = z(z,y),
pri ¢emu je funkcija z(z,y) neprekidna zajedno sa svojim parcijalnim
izvodima z; i z,. Tada vazi:

| [ fay.2ydo = [ [ ey a1+ &)+ ()2 dedy.

Neka je povrs S zadata parametarskim jednacinama = = z(u,v), y =
y(u,v), z = z(u,v), gde su funkcije x,y, z neprekidno-diferencijabilne
na nekoj oblasti G ravni Ouv. Tada vazi:

//f(x,y,z) da://f(x(u,v),y(u,v),z(u,v))mdudv,
S e
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gde su

-

8733
ou

)|

dy 2 0z
=z + -
ou ou

_81‘%

="
ou Ov

o

9y 9y
ou Ov

o\ |
ov

0:0:
ouodv’

%
ov

)|

%
ov

)



Zadaci:
. Izracunati
/ / do
§ (1+z+2)3

gde je S deo ravni x +y + 2z = 1 u prvom oktantu.

Resenge.

1 - V3
I:\/g/o da:/o (Ziyyy:;'

[ o

gde je S deo ravni x +y + z = 1 u prvom oktantu.
Resenje. I =+/3(In2—1).

//(:rf2 +y°) do,

gde je S deo sfere 2% + y? + 22 = 1 u prvom oktantu.

. Izracunati

. Izracunati

Resenge.
xr =singcosf, y =sin¢psinf, z = cos ¢,

™

I= /E d9/§(1 —cos® p)sinpdp = —.
0 0 3

21



Povrsinski integral II vrste

e Definicija:

Neka je S glatka orijentisana povrs na kojoj je zadana neprekidna
funkcija R(x,y,z). Izaberimo onu stranu S™ povrsi S zakoju je ugao
izmedju jedinicnog vektora normale i ose Oz oStar. Posmatra¢emo
razbijanje povrsi S na delove 57, S5, ..., S, 1 ¢iji su dijametri dy, ds, . . . d,,.
Oznacimo sa APy, AP, ..., APy povrsine odgovarajucih projekcija de-
lova S7, 59, ...,5, na ravan Oxy. Na svakom delu S; izaberimo tacku
M;(z;,y;, z;) 1 sastavimo sumu
o, = ZR(mi,yi, zi) - AP,

=1

koja se naziva integralnom sumom drugog reda za funkciju R(z,y, z).

Tada, zbog neprekidnosti funkcije R(z,vy, z), lim, .o, 0, postoji nezav-

isno od razbijanja povrsi S i izbora tacaka M; i njega zovemo povrsinskim
integralom druge vrste funkcije R(z,y, z) i oznacavamo sa

//R(m,y, z) dzdy.
S+

Analogno se definisu i povrsinski integrali

//P(x,y,z) dydz
S+

/S+/Q(x,y, z) dxdz,

gdesu P(z,y, z)1Q(x,y, z) neprekidne funkcije. Suma tri pomenuta in-
tegrala se naziva opstim povrsinskim integralom druge vrste i oznacavamo
sa

//P(x, y,2)dydz + Q(x,y, z) dedz + R(x,y, z) dxdy.
S+

e Izracunavanje povrsinskog integrala druge vrste:
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Neka je povrs S zadata na oblasti D ravni Ozy funkcijom z = z(z,y).
Tada vazi:

//R(I, y, z) dxdy = //R(x, y,z(x,y)) dxdy.
S+ D
Analogno se izracunavaju i povrsinski integrali

//P(:z:, Y, z) dydz
S+

//Q(m,y, z)dxdz.
S+

Ako su funkcije P(z,y,2), Q(x,y,2) i R(x,y,2) neprekidne i ako je
pravac normale povrsi S odredjen vektorom (cosa,cos 3, cos7y), tada
vazi:

//dedz+@dxdz—|—Rda:dy://(Pcosa+@cosﬁ+Rcos*y)da.
S+ S

Stoksova formula:

Ako su funkcije P(z,y, 2), Q(x,y, 2) i R(x,y, z) neprekidne zajedno sa
svojim parcijalnim izvodima prvog reda na povrsi S'i ako je C zatvorena
kriva koja ogranicava povrs S, tada vazi:

/de + Qdy + Rdz =

c
OR 0Q oP OR oQ 0P
/S/ [(&U 8z> cos a + (32 8$>Cosﬂ+<8:v ay)cosv] do,

gde je (cos a, cos 3, cosy) vektor pravca normale povrsi S.

Formula Gausa-Ostrogradskog:

Ako su funkcije P(z,y,z), Q(z,y,z) i R(z,y,z) neprekidne zajedno
sa svojim parcijalnim izvodima prvog reda na zatvorenoj oblasti T,
ogranicenoj sa zatvorenom povrsi S, tada vazi:
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//PCOSOH—QCOSﬁ—i—RCOS’y da-///(

e Zadaci:

1. Izracunati

//z dxdy + x dxdz + y dydz,
s

gde je S spoljasnji deo ravni x +y + z = 1.

Resenge.

//zd:tdy:/ol/ol_m(l—x—y)

Slicno se dobija da je i

//xdxdz://ydydz
s S

pa je trazeni integral jednak %

oP 0
(00 o
0z

1

dy = .

Y756

) dxdydz.
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REDOVI
Numericki redovi

e Definicija:

Neka je ay,as,...,a,,... dati niz realnih brojeva. Pod numerickim
redom podrazumevamo beskona¢nu sumu

al—i—ag—l—ag—l—...—i—an—i—...:Zan.
n=1

Brojevi a; se nazivaju c¢lanovi reda a a, je opsti ¢lan. Sumu prvih n
¢lanova oznacava¢emo sa S, i zvatemo n-tom parcijalnom sumom.

Za red kazemo da je konwvergentan ako niz njegovih parcijalnih suma
konvergira ka kona¢nom broju S kad n — oo i broj S zovemo sumom
reda. Ako niz parcijalnih suma reda ne konvergira ka kona¢nom broju,
tada za red kazemo da je divergentan.

e Kriterijumi konvergencije:

Teorema 1. Nekared Y >, a, konvergira i neka je njegova suma jednaka
S. Tada red Y 7 ; aa, konvergira i njegova suma je jednaka a.S.

Teorema 2. Neka redovi > 07, a, 1 >.7, b, konvergiraju i neka su nji-
hove sume jednake S; i Sy. Tada red >0 | (a,, +0b,,) konvergira i njegova
suma je jednaka S; + Ss.

Teorema 3. Neka red >°>7 ; a,, konvergira. Tada je lim,, . a, = 0.
Teorema 4. Neka su > 07 a, 1 > ;24 b, redovi sa pozitivnim ¢lanovima
i neka (Ing)(Vn)n > ng = a, <b,. Tada:
1) Ako red }0°, b, konvergira tada i red Y2, a,, konvergira.
2) Ako red >°° ;| a, divergira tada i red > 07, b, divergira.
Teorema 5. Neka su > >°, a, 1 > ;7 b, redovi sa pozitivnim ¢lanovima
i neka je
an
lim —=¢, (c#0, £o0).

n—oo b,
Tada:

1) Red 322, a, konvergira ako i samo ako red >°° ; b, konvergira.
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2) Red >°°, a, divergira ako i samo ako red > °° , b, divergira.

Teorema 6 (Dalamberov kriterijum). Neka je >>7°  a,, red sa pozitivnim

¢lanovima i neka je
. Qpy1
lim —— =1.

n—oo  q,

Tada:
1) Ako je | > 1 tada red }_;°, a,, divergira.
2) Ako je I < 1 tada red >0, a, konvergira.

3) Ako je I =1 tada se za red Y_,° ; a, ne moze tvrditi ni da konvergira
ni da divergira.

Teorema 7 (Kosijev kriterijum). Neka je >°°; a, red sa pozitivnim
¢lanovima i neka je
nh_)rglo Va, = 1.
Tada:
1) Ako je | > 1 tada red Y72, a,, divergira.
2) Ako je [ < 1 tada red >0 a, konvergira.

3) Ako je [ =1 tada se za red }_,° ; a,, ne moze tvrditi ni da konvergira
ni da divergira.

Teorema 8 (Integralni kriterijum). Neka je >°° a, red sa pozitivnim
¢lanovima za koji postoji pozitivna, neprekidna i monotono-opadajuca
funkcija, definisana na intervalu [1,00), takva da je f(n) = a,, n =
1,2,.... Tada:

1) Red 3272, a,, konvergira ako i samo ako integral [ f(x) dz konver-
gira.

2) Red 322 | a,, divergira ako i samo ako integral [° f(z)dx divergira.

Alternativni redovi:

Red oblika Y20, (—1)"ay, a, > 0, Vn € N, se naziva alternativni red.
Teorema 1 (Lajbnicov kriterijum). Neka je:

1) ap > apyy,

2) lim,, . a, = 0. Tada red >.7°,(—1)"a, konvergira.

Teorema 2. Ako red >0 | |a,| konvergira tada i red > 02, (—1)"a,, kon-
vergira.



27

e Zadaci:

1. Nadi lim,, .o S, za sledece redove i ispitati konvergenciju:

a)
14243 4n+....

b)
R
1.2 2.3 T n(n+1)
Resenje: a) S =o00; b) S =
2. Nadi lim,,_. a,, za sledeée redove:

a)

i n+1

—2n+1
b)

> n+2

n
z::ln3+2'

Resenje: a) lim,,_, a, = 2, b) lim,,_ a, = 00; ¢) lim,, ., a, = 0.

3. Ispitati konvergenciju sledec¢ih redova:

a)

io: 2+sinn
n=1 n .
b)
i arctgn + 1
n=1 n2 .
c)
oo 5n

2

Resenge: Primenjujemo teoremu 4: a) 2% > 1 pa red divergira.

b) aetentl < QJQ pa red konvergira. c) 25 +1 > 5n pa red divergira.




4. Ispitati konvergenciju slede¢ih redova:

a)

i n -+ 2
—nt+n+1

Regenje: Primenjujemo teoremu 5: a) Podelimo opsti ¢lan sa =

pa dobijamo da red divergira. b) Podelimo opsti ¢lan sa i% pa
dobijamo da red konvergira. c¢) Podelimo opsti ¢lan sa i% pa
dobijamo da red divergira.
5. Ispitati konvergenciju sledec¢ih redova:
a)
S
= 3n+1
b)
o0 nn
n!
n=1
c)
[e.e] 37’1
n=1 n‘
d)
S
n=1 3"
Resenje: Primenjujemo teoremu 6: a) lim, ag:l = % pa red
Gn+1 Gn+1

konvergira. b) lim, ., “** = e pared divergira. c) lim, o, “=** =
n n

an+1

Qn

0 pa red konvergira. d) lim,,_« = % pa red konvergira.
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6. Ispitati konvergenciju slede¢ih redova:

a)

[e's) n+2>3n+1

,;(2714—1

Resenje: Primenjujemo teoremu 7: a) lim, .., {/a, = % pa red
konvergira. b) lim,,_,o {/a, = e% pared konvergira. ¢) lim,, o {/a, =
% pa red konvergira.

7. Ispitati konvergenciju sledec¢ih redova:

a)

i 1

“—nlnn
b)

> 1

n;gn\/lnﬁ

“(n+1)In*(n+ 1)

Resenje: Primenjujemo teoremu 8: a) [5° f(x)dr = oo pa red
divergira. b) [5° f(z)dx = oo pa red divergira. ¢) [{° f(z)dx =

ﬁ pa red konvergira.

8. Ispitati konvergenciju reda:



30

Resenje: Lako je videti da uslovi 1) i 2) iz teoreme 1 vaze i alter-
nativni red konvergira. Pored toga red 3202, 5 f . divergira, jer
je
1 1
> Y
2yn—1" 2yn

pa primenjujemo teoremu 4. Prema tome red Y00, (—1)";A—
uslovno konvergira.

9. Ispitati konvergenciju reda:

i 1
n—l—

1
o2n—1Inn’

Resenge: Uslovi 1) i 2) iz teoreme 1 za alternativne redove vaze pa
red konvergira. Primenimo teoremu 5 za ispitivanje apsolutne kon-
vergencije. Kada podelimo a,, sa , dobijamo da red ne konvergira
apsolutno pa imamo da alternatlvm red uslovno konvergira.

Stepeni redovi

e Definicija i osnovni pojmovi:

Red oblika

o0

Z I—CL

gde su a,ay,as ... realni brojevi se naziva stepeni red.

Teorema (Abel). Ako stepeni red konvergira za x = xy tada on kon-
vergira i za sve |z — a| < |zo — al.

Posledica ove teoreme je postojanje intervala konvergencije |z —a| < R
sa centrom u a unutar koga stepeni red apsolutno konvergira a van koga
divergira. Broj R se zove poluprec¢nik konvergencije i moze se naci po
formulama

Qn,

R = lim

n—oo

ili R= lim

n—00 \/@

Ap+1

Stepeni redovi se mogu diferencirati i integraliti ¢lan po ¢lan i pri tome
je poluprecnik konvergencije tako dobijenih redova isti kao poluprec¢nik
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konvergencije polaznog reda. Dakle vazi, ako je S(z) = >0° y an(z—a)",

tada je
o0
=> na,(zr— a)" !,
n=1
i
T ZL' _ a)n—H
[[swa= S a0
a n + 1
e Zadaci:
1. Naci poluprecnik konvergencije slede¢ih stepenih redova i ispitati

konvergenciju u krajevima intervala.

a)

oo 3)n—l
z:: 2n+1
b)
o0 3n—1 . (,CIZ’ + 1)n
n=1 n' '
c)
[e¢) JI 2)n+1
Ly )
d)
> (x45H)"

7;2 3n+1

Resenje: a) R = 0. b) R = 00. ¢) R =3. Zax = —1 red
konvergira po teoremi 1 (za alternativne redove). Za x = 5 red
divergira po teoremi 5 (podelimo a, sa +). d) R = 3. Za z =
—8 red apsolutno konvergira po teoremi 8 pa zakljucujemo da

konvergira. Za x = —2 red konvergira po teoremi 8.

nin®n’

Tejlorov i Maklorenov red

Tejlorova formula:

()

f(n) (z0)

n!

f'(x0)
1!

f//(x(])
2!

= Fleo+ T o)+ (ot AT ()
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Maklorenova formula:

f'0) ., f"(0) f0)
f(z) = f(0) + TRRT 2?4+ L
Maklorenov red nekih funkcija:
z € (—00,400):
e_1.7% x? x™ ="
z € (—00,400):
R gt 00 o
81nx:x—3!+5‘—|— +(—1) (2n—1)'+ :nz::l(—l)
x € (—00, +00)
2 gt L 00 .
cosT = —5—1—@—1—...—1—(—1) (2n)!+...:nz::0(—1)
r e (—1,1]
2 1’3 71xn e’} 71£E
n(l+az)=0— "%+ o+ + )" =Y (1)
2 3 n =1
re(—1,1) zam< —1:
(14+2)" =
—1 —1)... — 1
1—i—mx—|—m(m7):c2+...+m(m ). (m=n+t )x”
2! n!
2 mm—-1)...(m—n+1)
1—i—n§1 . x".

Zadaci:

.o 2 "
. Funkciju e™" razviti u Maklorenov red.

Resenge:
2 z2 2t 2

BT




33

. Funkcije a) f(z) = arctgz; b) f(x) = ﬁ razviti u Maklorenov red.

Resenje: Naci im izvode, razviti ih u red a zatim integraliti ¢lan po
2n+1
clan. a) f(x) = S72(—1)" 55 b)f(x) = Sy na .

2n+1
. Nadi
. 2e" —2— 27 — 22
lim - .
z—0 r —sinz
Resenge: 2.
. Naci .
. slnx — arctgx
lim .
z—0 ;1;’3
Resenge: .
. Nadi
. 3arctgzr — 3tgx + 223
lim .
rz—0 gj‘5

Resenje: 2;tgx:x+%3+%+....

Furijeovi redovi



