4.4. STEPENI REDOVI

Red ¢iji su élanovi funkceije fi(z) (k=1,2,3,. ..) definisane na nekom

nepraznom skupu D naziva se funkcijskim redom tj.
ka = fi(z) + fa(z) + fa(z) + - (5)

Skup vrednost1 ¢ € D za koje red (5) konvergira obrazuju oblast Dy C D

koju nazivamo oblast konvergencue reda (5).

Specijalno za fi(z) = ag(z — o), gde su ax (k= 1,2,.
imamo stepeni ili potencijalni red. Ovaj slucaj se smenom z — Tg = ¢
svodi na sludaj fi(z) = arz®, pa éemo, stoga, posmatrati stepeni red oblika

.. ) konstante,

Zakmk =ag+ a1z + agx? + -+ (6)
k=1
Za red (6) vaZi sledece:
1° Polupreénik konvergencije reda (6) racuna se po formuli (ako
postoje graniéne vrednosti):

R = lim

k—oo

1
klim ax|
— 00
U (—R, R) red konvergira apsolutno, divergira za svako z € (—oo, —R)U
(R,+00), dok za £ = —R i * = R posebno ispitujemo konvergenciju.
2° Suma stepenog reda

(e @)
s(z) = Zakmk, z € Dy,
k=0
neprekidna je za svako z € (—R, R). Ako je R konagan broj i red konvergira
i za £ = R, tada je suma s(z) neprekidna i u tacki z = R. Analogno vazi i

Qg

ii R=
Ak+1 ‘

za z = —R.
3° Za svako z € (—R, R) vaiZi:

T /o0 o) L
/ (Z akmk) dx = = _: laz"’“
k=0 =0

0
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4.4. STEPENI REDOVI 121

(integracija stepenog reda ¢lan po clan).
4° Za svako z € (—R, R) vazi:

0o ! 00 .
=1

Z akmk> dr = E ka,k.'z;k

k=0 k=0

(diferenciranje stepenog reda clan po clan).
5° Vaze sledeéi razvoji u stepene redove:

L
(DR 11-
In(1+2) =) —a z e (—1,1];
k=1
oo k - (oo} mk ).
In(l—-z)=—Y_ = zE€[-L1) e =Y 5 € (00, F00);
k=1 k=0
oo k o0 _1k
(=1 ok o ( 2%k (= 00
S“””"E_:(zk+1)!m ’ Cosw"g(%)lm’ =€ ( )
(1+:E)°‘=Z((l:)mk, a€R; ze(-11),
k=0
o\ ala=1)---(a—k+1)
K/ k!
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Zadatak 7. Naéi oblast konvergencije i sumu sledeéih redova:
00 ® (=Dt o 2F 4 (-1)
zF: 22k ks
@k;k( +1) @)k 1k(2k+1) )k22 k(k—1) /
242
@ L @ 3 (kb + (1))

: . 2k (k+1)(k+2) _
S . R = lim = li

Resenja a) k-l—voo Qg1 k—+nolo k(k n 1) 2k+1 27

. 11 1
red apsolutno konvergira za T € (—5, 5), a divergira za x* € (——oo, —§> U

1 1 1 o0 (— )k 0 1
— y/ = —= = = d i =
(2,4—00) aT="3 izx =3 imamo redove Z k(k+1) 1?—::1 PRI D)
redom, koji konvergiraju apsolutno jer je |ax| = E(_k‘l-g_l;)- ~ Elg’ — 00, a

x 1 ] ) - 11 :
red Y, o konvergira, pa jé oblast konvergencije O = —53|" Nadimo

k=1
sumu reda s(z). MnoZenjem Jednakostl

2k

s(z) = kzzzl mmk

sa z,z # 0, a potom diferenciranjem dobijamo

X 9k k+1 k ok 0 (9K
(z - s(@)) = (Zk(k+1)> _Z%—:z (22) = —In(1 — 2z),

k=1
11 0 Sy
z€|=575 \{0}, pri Gemu smo koristili razvoj funkcije In(1 — =) u stepeni
T
red: In(l — z) = — Elr, x € [~1,1). Iz gornje jednakosti integracijom
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130 REDOVI

(parcijalnom) dobijamo

x

/(x .s(z))dr = / —In(1 - 2z))dz =
0

0

dv = dx

Odavde, deobom sa z, = # 0 dobijamo sumu reda s(z):
— 2k k

s(x) Z

k=

( u = In(1 - 2z) ) = —zln(1 - 2) + 2+ In(1 - 22).

——ln(1—2:z:)+l+§1;ln(1—2m), T € [—— —)\{0}

Ova jednakost vaziizaz=0iz = 5 jer je

In(1 — 2z)
2T

1
i s(0) = 01 posto red konvergira za x = 5 imamo

S = e (-ma- ¢ 2022

. 1
lim (1 +1In(1 —2z) + (— — 1)) =1,
:c—-r-]*—O 2z
2
§to se lako moZe pokazati nalaZzenjem sume neposredno po definiciji. Naime,
1 " /1 1
= li A NI

Zk(k-{—l) ni.rﬂo;(k k—i—l)

1 1 1 1 1
Bl +n—1_ﬁ+ﬁ_ﬁ):

1
n—0o0 n+1

k—1
demo smenu ¢t = z2 dobiéemo stepeni red —( 1)
b) Ako uve Zl R

lim s(z) = lim (— In(1 —2z) +

z—0 —0

+1>:0—1+1=o

1k

¢iji je polupregnik konvergencije
(-1 (k+1)(2k+1)

li % | = lim l — L i
f= k-l-+n<:o Ak+1 k—oo | k(2k — 1) (_1)k T
(k+1)(2k +1)

= 1.

=i —reE—1)
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4.4. STEPENI REDOVI 131

(=1t

Zat = - 1 imamo red E k(2= 1) kod kojeg je moduo opsteg ¢lana |ax| =
S
k(2k — 1)
ra (dakle, i obi¢no konvergira). Sledi da stepeni red konvergira za 0 <t < 1,
odnosno da polazni red konvergira za z? < 1, t_] za —1 < £ <1, pa je oblast

~ oD k — oo, odakle sledi da numericki red apsolutno konvergi-

1 k-1
konvergencije O = [—1, 1]. Neka je s(z) = Z k((Zk)— 1 22k, Diferencirajuéi
dva puta imamo
":'5_2 (1k12k2_2 2k—1_____2 _2\k _
(<) Z ) ,;) ) Z;l(m) e

Integracijom dobu amo

/s”(w)dm = §'(z) — 5'(0) = s'(z) = 2 = 2arctg ,

0 _ 0
jer je s'(0) = 0. /s'(:r)da: = s(x) — s(0) = s(z) = Z/arctg:cda: =(parci-

0
jalnom integracijom: u = arctgz, dv = dz) = 2zarctgz — In(1 + z?), jer je
s(0) = 0. Dakle suma reda je
s(z) = Z O —~1) — ozarctgz — In(1 +2%), =z €[-1,1]
k(2k - 1) ’ L

Napomena Zadatak se moze rediti i tako Sto se dati red prikaze u
obliku zbira dva. reda:

1)k-1 = af 1 2
o= Z k((Zk) =S (g ) =

=1
00 - 00 k-1
(=) o (=1 2
Z k u 22 2k —1
k=1 =
. ” 00 (_1)’9—1 )
=—ln(1+m)+2$kz—:1—2m‘$ , itd.
¢c) R = ———ak = k+1 = T —1
| v e R S N
—1)F

Lt ry wmre (L)) ee
2 (_1)k+1 = o pa red apsolutno konvergira za 53 )

14

ok+1
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1 1 1 .. o
vergira za T € (—OO,——) U ('2‘a+0°)-za LIS "o dobijamo numericki

red =
©, 2k 4 (=1)F
..|_
Z k(k — 1) kzzzkk—i-l 22’“ k (k—1)
Posto oba reda konvergiraju (prvi jer je k( k—1) k2
apt1 _ 1

Dalamberovog kriterijuma, gde je khm — =5 < 1 to i polazni red kon-
— 00 k
1

N
k.

), a drugi primenom

vergira kao zbir konvergentnih redova. Analogno zakljucujemo za T =

1.1 oo 2F
pa je oblast konvergencije O = [—5 —] Ako je s(z) = Z wo

= k(k—1)

tada diferenciranjem dva puta dobijamo:

oo

(@) =3 @ + (-1 = 2(2’“*? + (-1)F*2)at =
k=2 , ,

k=0 i
oo oo ’
1 1 11
____22 ) k - k=4_ _ a2
kzzo( ) +;( ) ‘1_23;-1—»1_(_2;), €|\ =55/

odakle integracijom dobijamo

T

[ #'@a = o(@) - 40 = 2ln(1—20) +In(l+5), §(0)=0;

0
z T

0/ § (z)dzx = s(z) — 5(0) = -0/ n(l —2z)dx + b/ln(l +z)dz, s(0) =0,

pa je konacno,
0.0}

k(k—l
11

—(1-27)In(l-2) +o+ @+ )l +2), ze [__5 EJ
| 1

g . |
(posto ova jednakost vazi iza z = —5 1% = 5, Jer red konvergira za ove

vrednosti i postoje limesi
| 1.8, 8ip TR 1 1 .1
; —Z4+2m= i 1 =202 —'= 4 =1n' ).
| llrln s(x) 5 + —1In 5 A lim s(z) n 2 > 45 In 2)

x—>-2——0 2 m—»—%+0
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