Diferencijalna jednacina oblika

y(”) () + pnfly("*l)(x) + ...+ py(z) =0, (1)

gde x € (—00,00) i gde su py,...,p,_1 dati brojevi, zove se homogena lin-
earna diferencijalna jednacina n-tog reda sa konstantnim koeficijentima.

U skladu sa recenim u prethodnom paragrafu, da bismo resili jedna¢inu
(1), potrebno je da nademo fundamentalni sistem resenja. Potrazi¢emo ga u
obliku y = €, gde je k neka konstanta. Tada je

Y = ket o = K2k Ly = kreke
Ubacujuéi funkciju i odgovarajuce izvode u posmatranu jednacinu, dobijamo
P 4+ P k"N 4 pik +po] = 0.
Posto je e** # 0, imamo da je
Ru(k) = k" + po k" '+ .. 4+ pik+po = 0. (2)

Prema tome, ako je k resenje algebarske jednacine (2), onda je funkcija y(z) =
e*® regenje diferencijalne jednacine (1), i obrnuto. Jednacina (2) se zove
karakteristicna jednacina diferencijalne jednacine (1). Lako je videti da se
karakteristiéna jednacina formira tako §to se u jednacini (1) y) zameni sa
kK,j=01,...,n.

Na osnovu osnovnog stava algebre je poznato da jednac¢ina (2) ima n nula,
realnih ili kompleksnih. Napomenimo da neke nule mogu biti jednake a da se
kompleksne nule javljaju kao konjugovano-kompleksni par (posto je u pitanju
polinom sa realnim koeficijentima).

Moguéi su slededi slucajevi:

1. Pretpostavimo da su sve nule jednacina (2) razlic¢ite i jednake kq, . .., k.
Tada su funkcije

ehr el ekne (3)

resenja jednacine (1) i pri tome obrazuju fundamentalni sistem resenja, posto
smo veé¢ pokazali da su sve funkcije linearno nezavisne. U tom sluc¢aju, na
osnovu ranije recenog, imamo opste resenje jednacine (1) dato sa

y(z) = Cie™.
i=1



Primer 0.1 Naéi opste resenje diferencijalne jednacine
y' +3y +2y=0.
Karakteristicna jednacina je oblika
k* 43k +2=0.
Njene nule su ki = —1 i ko = —2. Prema tome, opste resenje je dato sa
y(x) = Cre ™ + Che .

Ukoliko se u skupu resenja karakteristicne jednacine nalazi i konjugovano-
kompleksni par o & 57, onda se moze pokazati da su funkcije

e cos P

€ sin fx

partikularna resenja jednacine (1). Onda ¢e, u opstem resenju, takvom
konjugovano-kompleksnom paru odgovarati izraz

Ci;e** cos fr + Cj 1€ sin f.
Primer 0.2 Naéi opste resenje diferencijalne jednacine
y" + 8y = 0.
Karakteristicna jednacina je oblika
k*+8=0.

Njene nule su k1o =1+ iV3 i ks = —2. Prema tome, opste reienje je dato
sa

y = Cre 2% 4 Che”® cos V3r + C5e” sin V3.

2. Pored slucaja 1. gde su sva reSenja karakteristicne jednacine razlicita,
moze se desiti i da su neka resenja nule viseq reda. Pretpostavimo na primer
da je k; realna nula reda m. Tada u sistemu (3) imamo m jednakih funkcija

ehre et k= = k.



Na taj nacin sistem (3) prestaje da bude skup linearno nezavisnih funkcija.
Medutim, moze se pokazati da u takvom slucaju mozemo umesto skupa
funkcija

uzeti skup

e pekr | gmeleh

Lako se proverava da je svaka od funkcija iz tog skupa resenje diferencijalne
jednacine (1), kao i da je to skup linearno nezavisnih funkcija.

Primer 0.3 Nadéi opste resenje diferencijalne jednacine
y" — 8y + 16y = 0.
U ovom slucaju, karakteristicna jednacina je oblika
k* — 8k + 16 = 0.

Njene nule su ki 2 = 4. Dakle, opste resenje je dato sa

Yy = 6'164r + 021'6433.

Sliéno kao u realnom sluc¢aju, moze se pokazati, da ukoliko su konjugovano-
kompleksni parovi nule reda m karakteristicne jednacine (2), onda ¢e takvim
resenjima u opStem resenju odgovarati linearna kombinacija (linearno neza-
visnih) funkcija

m—1_ox

e cos Bz, xe® cos fx, ..., ™" e cos fx

m=169% gin Bz

e*sin fx, re*sin fx, ..., x
Primer 0.4 Nadéi opste resenje diferencijalne jednacine
y D 42" +y = 0.
Karakteristicna jednacina je oblika
2k +1=0
il
(k*+1)* =0.

Znaci ky =1 1 kg = —i su nule drugog reda. Dakle, opste resenje je dato sa

y=Cicosx + Coxcosx + Cysinx + Cyxsinx.



