Diferencijalna jednacina oblika

Yy (@) + paoa(@)y" V(@) + .+ pol)y(z) = f(x), (1)

gdex € (a,b)igdesu f(x), po(x),...,pn—1(z) date funkcije koje su neprekidne
na intervalu (a, b), zove se linearna diferencijalna jednacina n-tog reda.

Ako je

f(z) =0, Vz € (a,b),

onda za datu jednacinu kazemo da je homogena. U skladu sa tim, kada f(x)
nije identicki jednaka nuli, za datu jednacinu kazemo da je nehomogena.

Uz pretpostavku o neprekidnosti funkcija f(z), po(z),...,pn—1(x), moze
se pokazati da diferencijalna jednacina (1) ima jedinstveno resenje definisano
na intervalu (a, b), koje zadovoljava pocetne uslove

y(l'o) = Yo, y,(.flfo) = yé)a s 7y(n—1)(x0) = y((]nil).

Pored toga, vazi i slede¢a teorema:

Teorema 0.1 Ako su y1(z), y2(x), ..., yp(x) resenja homogene jednacine
Yy (@) + paa(2)y™ V(@) + ..+ pol)y(z) =0,
onda je 1 njthova linearna kombinacija

y(z) = Z: Ciyi(z),

gde su C1, ..., Cy proizvoljne konstante, takode resenje posmatrane homogene
jednacine.

Dokaz. Potrazimo najpre izvode funkcije y(z). Imamo da je

y™M(z) = ; Cot (@), (2) = ; Ciyfi().

Ubacimo izvode u posmatranu jednac¢inu. Dobijamo



Dakle, dokazali smo da je y(x) resenje polazne diferencijalne jednacine.
Definisa¢emo i pojam linearno nezavisnog sistema funkcija koji ¢e nam
trebati ubuduce.

Definicija 0.1 Za funkcije yi(x), ya(x),...,yn(x) kaZemo da su linearno
nezavisne na intervalu (a,b) ako se nijedna od njih ne moze predstaviti kao
linearna kombinacija ostalih za sve x € (a,b).

U suprotnom, za funkcije yi(z), y2(z), ..., yn(x) kazemo da su linearno
2aVisSne.

Koriste¢i pojam linearne nezavisnosti funkcija, definisaéemo pojam fun-
damentalnog sistema resenja.

Definicija 0.2 Skup y1(x), y2(2), ..., yn(z) od n linearno nezavisnih resenja
homogene linearne diferencijalne jednacine n—tog reda zove se fundamentalni
sistem resenja te jednacine.

Vazi sledeéa teoremas

Teorema 0.2 Ako su funkcije y1(z), y2(x), . .., yn(x) linearno nezavisna resenja
homogene linearne diferencijalne jednacine n—tog reda kod koje su koeficijenti
pi(z) neprekidne funkcije, onda je

y(z) = f:lciyxx)

opste resenje te jednacine.

Prema tome, za nalazenje opsteg resenja homogene linearne diferenci-
jalne jednacine n—tog reda, dovoljno je nac¢i n linearno nezavisnih resenja
te jednacine i napraviti njihovu linearnu kombinaciju. Napomenimo da smo
takav skup resenja nazvali fundamentalni sistem resenja.

Dakle, mozemo zakljuciti da provera linearne zavisnosti odnosno nezavis-
nosti skupa funkcija (resenja), igra vaznu ulogu u formiranju opsteg resenja
diferencijalne jednacine (1). U tom cilju, sledeéa teorema je vrlo korisna.

Teorema 0.3 Ako su funkcije y1(x), y2(x), ..., ym(x) linearno zavisne i imaju
1zvode do reda m — 1, onda je determinanta



i (x) Y ()
i (2) Yn(2)
W)y @)

jednaka nuli za sve x € (a,b).

Prethodna determinanta se zove Vronskijeva determinanta i obi¢no se
oznacava sa W(z) ii W{y1,...,ym]. 1z prethodne teoreme je ocigledno da
ako je W (x) # 0 za bar jednu tacku iz intervala (a,b), onda su funkcije y; (),
y2(x), ..., ym(x) linearno nezavisne.

Primer 0.1 Pokazati da su funkcije e, e*2® . ebm® Ly . k.. surazliciti
realni brojevi, linearno nezavisne na bilo kom intervalu (a,b).

Nadimo Vronskijevu determinantu za prethodni sistem funkcija. Poznato
je da je

/
() = ae®®, ... (e**)™ = a"e™
Prema tome,
ez B
klek”"’ . k 6km$
W(x) = mn
Eptelir o gmelekme

Posle elementarnih transformacija (izvlacenjem zajednickih cinilaca iz svih
kolona), imamo da je prethodna determinanta jednaka

1.1
W(m):e(k1+...+km);p ki ... km
i 1
Moze se dokazati da je
1.1
" 0
et ke

i ta determinanta je poznata u literaturi kao Vandermondova determinanta.
Posto je
elhiteFhn)e ~ 0 Vr e R,



zakljucujemo da posmatrane funkcije ¢ine linearno nezavisni skup funkcija.

Konac¢no, primetimo da se opste resenje nehomogene jednacine moze do-
biti kao zbir nekog njenog partikularnog resenja i opsteg resenja odgovarajuce
homogene jednacine, tj. da vazi tvrdenje:

Teorema 0.4 Opste resenje diferencijalne jednacine (1) dobija se kao zbir
nekog njenog partikularnog resenja yo(x) i opsteg resenja yp(x) odgovarajuce
homogene jednacine, tj. vazi

y(x) = yo(x) + yn(z).
Dokaz. Ubacujuéi .
Yo(z) + Zl Ciyi()
u jednacinu (1) i uzimajuci u obzir da je

" (@) + Pt )y (@) + ..+ po(@)yo (@) = f(2)
() + pai @)y (@) + ..+ po(a)yn(z) = 0,

lako vidimo da tvrdenje vazi.



