Diferencijalne jednacine drugog reda su jednacine oblika

F(z,y,y,y") =0.

Ukoliko je data jednacina resiva po drugom izvodu tada imamo eksplicitni
oblik diferencijalne jednacine drugog reda

"= fzy.y). (1)

Po analogiji sa diferencijalnim jednac¢inama prvog reda moze se postaviti
pitanje egzistencije i pitanje jedinstvenosti reSenja koje prolazi kroz neku
datu tacku. U tom cilju, najpre ¢emo definisati Kosijev problem.

Definicija 0.1 Kogijev problem za diferencijalnu jednacinu drugog reda (1)
se sastoji u nalaZenju onog resenja diferencijalne jednacine (1), za koje vazi

y(zo) = yo, ¥ (w0) = o,
gde su xg,yo 1y, dati brojevi.

Kao §to smo videli u uvodnom poglavlju i posmatrajuéi diferencijalne
jednacine prvog reda, zaklju¢ujemo da ¢e resenje jednacine (1), u opstem
slucaju, zavisiti od dve konstante. Prema tome, za njihovo odredivanje
potrebna su dva pocetna uslova y(z¢) = yo 1 ¥'(x0) = y}-

Naravno, postavlja se pitanje egzistencije i jedinstvenosti takve integralne
krive, a odgovor daje sledec¢a varijanta KoSijeve teoreme.

Teorema 0.1 Kosijev problem za diferencijalnu jednacinu drugog reda (1)
ima jedinstveno resenje u svakoj tacki zatvorene oblasti

D={(z,y,y),a<r<bc<y<d ey <[l

ako je funkcija f(x,y,y') neprekidna na skupu D zajedno sa svojim parcijal-

aﬂ%%wiaﬂ%%w
oy oy

nim izvodima

Takvu funkciju, koja predstavlja resenje Kosijevog problema, zgodno je
zapisivati u obliku y = y(xg, yo,v;), gde su yo i y; dati brojevi. Mozemo
ih oznaciti sa C; = yo i Cy = y{ 1 mozemo smatrati da su to proizvoljni
brojevi takvi da je trojka (xg, Cy, Cy) u pomenutom skupu D. Na taj nacin,
dobijamo da resenje diferencijalne jednacine zavisi od dva parametra, tj. dve
konstante Cy i (.



Primer 0.1 Nadéi integralnu krivu diferencijalne jednacine
y' +y=0
za koju je y(0) =1 i y/'(0) = 0.
Lako se moZe proveriti da je

y(x) = Cycosz + Cysinz

reSenje prethodne jednacine. Zbog C1 = y(0) =1 1 Cy = 3/ (0) = 0, dobijamo
da je traZena integralna kriva y = cos .

Kao sto smo ve¢ pomenuli, diferencijalne jednacine n-tog reda su jednacine

oblika
F(z,y,9,y",...,y™) =0.

Ako se jednac¢ina moze resiti po y™, onda imamo eksplicitni obilk

y™ = flz,y,y, ...y, (2)

Analogno kao za diferencijalne jednacine drugog reda, moze se definisati
Kosijev problem:

Definicija 0.2 Kosijev problem za diferencijalnu jednacinu n-tog reda (2)
se sastoji u nalaZenju onog reSenja diferencijalne jednacine (1) za koje je

n— n—1
y(20) = Yo, ¥ (T0) = Yy - -,y V(we) = 3§V,

gde su xg, Yo, - - - ,y(()n_l) dati brojevi.

Odgovarajuc¢a Kosijeva teorema u ovom slucaju glasi:

Teorema 0.2 Kosijev problem za diferencijalnu jednacinu n-tog reda (1)
ima jedinstveno resenje u svakoj tacki zatvorene oblasti

D={(z,y,9,....,y" V), a<x<b ¢ <y <d,i=0,...,n—1}

ako je funkcija f(z,y,y', ... ,y(”_l)) neprekidna na skupu D zajedno sa svojim
parcijalnim izvodima

(9f($, Y, y,7 s 7y(n_1)> (9f(x, Yy, y,, Ce 7y(n—1)) af(x7 Y, y” . 7y(”_1)>
ay ) 83/ sy ay(”_l) .




U nekim slucajevima je diferencijalnu jednacinu

F(I, y7 y/7 y”? A 7y(n)) = 0

moguce svesti na diferencijalnu jedna¢inu nizeg reda uvodenjem nove nepoz-
nate funkcije. Razmotri¢emo 2 takva slucaja za n = 2.

I Pretpostavimo da prethodna diferencijalna jednacina ne zavisi ekspli-
citno od y, tj. neka je oblika

F(x,y',y") = 0.
Uvedimo novu funkciju z(z) = ¢/(z). Tada je 2’(x) = y"(x). Ocigledno je da

polazna jednacina postaje
F(z,2,2") =0,

tj. ona postaje diferencijalna jednacina prvog reda po promenljivoj z. Pret-
postavimo da smo tu jedna¢inu resili i nasli funkciju z(z,C}) definisanu na
nekom intervalu (a, b). Tada je potrebno resiti i polaznu jednacinu u kojoj je
nepoznata fukcija bila y(x). Iz z(x) = y/(x) integracijom obe strane dobijamo

y(x) = /z(x, Ch) dz + Cs.
Primer 0.2 Naéi opste resenje diferencijalne jednacine
y" — 1y ctgx = 2rsinx.

Uvedimo novu funkciju z(x) = y/(x). Tada posmatrana jednacina postaje
linearna diferencijalna jednacina po funkciji z:

2 — zetga = 2w sin .
Resavajuci tu jednacinu dobijamo da je
z(r) = (z* + C) sin .

Odatle, tmamo da je
Y (z) = (2* + C})sinz.

Integracijom konacno dobijamo da je

y(r) = —(2* + C1) cosz + 2z sinx + 2cosx + Co.



IT Pretpostavimo da posmatrana diferencijalna jednacina ne zavisi ek-
splicitno od x, tj. neka je oblika

F(y,y',y')=0.

U takvoj jedna¢ini mozemo smatrati da ulogu nezavisno promenljive igra y
a da je trazena funkcija y' = z(y). Tada imamo da je

p_dy _dz(y) _dzdy
y' === = ——=2z -z
dx dx dy dx Y

Napomenimo da smo u prethodnim jednakostima koristili teoremu o izvodu
slozene funkcije. Na taj nacin, polazna jednacina postaje diferencijalna
jednacina prvog reda po funkciji z. Neka je z(y,C}) resenje te jednacine
koje nije identicki jednako nuli i koje je definisano na nekom intervalu (c, d).
Posto je

dy
Z(Z-/) = %7
imamo da je
dr = ﬂ,
z(y)

tj.
dy
x:/——l—Cg, y € (c,d).
z(y)
Na taj nacin smo dobili resenje polazne jednacine u implicitnoj formai, gde je

nezavisno promenljiva x funkcija zavisno promenljive y. Osim toga, ako je
moguce resiti diferencijalnu jednacinu

onda dobijamo opste resenje ili opsti integral polazne.
Primer 0.3 Naéi opste resenje diferencijalne jednacine
y'tgy = 2(y)*.
Uvedimo smenu 3y = z(y). Tada je y" = z- 2’ 1 polazna jednacina postaje

22 tgy = 22°.



Ako je z =0, onda je y' = 0, pa je y = C njeno resenje. Ako z # 0, onda,
posle skracivanja obe strane sa z, dobijamo diferencijalnu jednacinu prvog
reda sa razdvojenim promenljivim:

Ztgy = 2z,
Njenim resavanjem dobijamo da je
z = Oy sin?y,
tj.
y = Cysin’y.

Na taj nacin smo ponovo dobili diferencijalnu jednacinu prvog reda sa razdvo-
jenim promenljivim cijim resavanjem dobijamo opsti integral polazne jednacine

—ctgy = Cix + Cs.



