Diferencijalna jednacina oblika
agr"y"™ (x) + are" "y (@) + L+ any = f(2), (1)

gde su ay, . . ., a, konstante i gde je f(z) neprekidna funkcija, zove se Ojlerova
diferencijalna jednacina n-tog reda.

Napomenimo da ¢emo u slucaju kada je f(x) = 0 govoriti o homogenoj
Ojlerovoj diferencijalnoj jednacini, u suprotnom, o nehomogenoj. Takode,
smatra¢emo da je n > 2.

Moze se govoriti i o opstijoj varijanti Ojlerove diferencijalne jednacine, tj.
o jednacini gde je promenljiva z zamenjena polinomom ax + b:

ap(az + b)"y™ (z) + ar(az 4+ )" Ly (2) + ...+ any = f(z).

Pokaza¢emo u slucaju kada je n = 2 kako se Ojlerova diferencijalna
jednacina svodi na diferencijalnu jednacinu drugog reda sa konstantnim ko-
eficijentima.

Dakle, posmatra¢emo jednacinu

apx*y" + arxy’ + asy = f(x).

Uvedimo smenu z = ¢'. Tada je t = Inz, pa imamo da vazi
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V" = a2~ a2 \dx de " dt

Odatle je
dy dy  ,dy Py dy
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Zamenom u posmatranu jednacinu dobijamo

Py dy dy
Qo (dtQ — dt) + ala —+ a2y = f(;l')

Odatle dobijamo diferencijalnu jednacinu drugog reda sa konstantnim koefi-
cijentima po promenljivoj ¢:

Aoy + Ay’ + Ay = f(x(1)),



gde je
Ao =ayg, A1=a1—ay, Ay=as.

U slu¢aju homogene Ojlerove diferencijalne jednac¢ine mozemo uvesti smenu
y = 2. Tada imamo da je

y =y = A\ = 1)
pa zamenom u jednacinu, dobijamo
ap?? A\ — Va2 + ageda™™ + apa® = 0.
Izvlacenjem 2* ispred zagrade, dobijamo kvadratnu jednacinu
apA(A — 1) + a1 A +az = 0.

Resenjima ove karakteristicne jednacine po A odgovarace partikularni inte-
grali odgovarajuc¢e Ojlerove diferencijalne jednacine. Vazno je napomenuti
da je prethodna karakteristicna jednacina ekvivalentna sa jednacinom koju
bismo dobili da smo koristili smenu = = ef. Na taj nacin, resenje dobijamo
tako sto ga napisemo u skladu sa teorijom vezanom za linearne diferencijalne
jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima u odnosu na promenljivu
t, a zatim smenu vratimo koriste¢i da je ¢ = Inz. Prethodno razmatranje
¢emo kasnije ilustrovati primerima.

U slucaju jednacine kod koje se umesto x pojavljuje polinom ax+b, smene
su

ax +b=¢,

odnosno
y = (ax + b)>‘,

pa analogno kao u prethodnim slucajevima dolazimo do reSenja.

Primer 0.1 Resiti Ojlerovu diferencijalnu jednacinu

x3y/// + x2y" + 3xy' _ 8y =0.
Uvedimo smenu y = x. Dobijamo da je

y =2ty = AA =122 ¢ = AA = 1)\ —2))z R



Ubacivanjem u jednacinu, posle skracivanja i sredivanja, dobijamo karakter-
isticnu jednacinu

AP =207 + 41 -8 =0.
Resenja ove jednacine su

)\1 = 2, )\273 = :l:2’l

U skladu sa napomenom vezanom za ekvivalentnost karakteristicnih jednacina,
opste resenge je dakle oblika

y(]?) = 0162t + CQ cos 2t + Cg sin 2t,

odnosno
y=Ca® + Cycos2lnz + Cysin2In .
Primer 0.2 Resiti Ojlerovu diferencijalnu jednacinu

%y + 2y +y = sin(2In ).

Uvedimo smenu x = e'. Imamo da je

v =y, Y = (yp —ye

Napomenimo da smo koristili oznake da je

Ty _

dt2 - th
1

7"

Zamenom u polaznu jednacinu dobijamo
e* e (yty — y;) + ele 'y, + y, = sin 2¢,
gde y; prakticno oznacava da je y = y(t). Odatle je
Yjs + y; = sin 2t,

tj. Ojlerova jednacina je postala nehomogena linearna difrencijalna jednacina
drugog reda. Kao i ranije, prvo resavamo odgovarajucu homogenu jednacinu.
Njena karakteristicna jednacina je



¢ija su resenja rio = £, pa je njeno opste resenje

yp = Crcost 4+ Cysint.
Partikularno resenje nehomogene jednacine trazimo u obliku

yp = Asin2t + B cos 2t.
Metodom neodredenih koeficijenata, dolazimo do partikularnog resenja

Yp = —zl)) sin 2t.
Dakle, opste resenje polazne jednacine je
y = C} cos 2t + Cysin 2t — ; sin 2t,

tj.

1
y=Crcos2lnx+ Cysin2lnx — gsin2lnm.



