Diferencijalna jednacina sa razdvojenim promenljivim
Jednacina oblika

y = fi@) - f2(y) (1)

je diferencijalna jednacina sa razdvojenim promenljivim ili diferencijalna jednacina
koja razdvaja promenljive. Mnozenjem obe strane prethodne jednacine sa dx
i deljenjem sa f2(y), uz uslov da je fo(y) # 0 na nekom intervalu, dobijamo

dy
= fi(x) dx.
f2(y) h(@)
Integracijom, dobijamo da je
dy
= x)dx + C.
fa(y) /fl( )

Prema tome, ako su zadovoljeni uslovi Kosijeve teoreme na nekoj oblasti
G, onda je prethodnom relacijom definisano opste resenje (opsti integral)
diferencijalne jednacine (1) na toj oblasti.

Ako za neko y = yo vazi da je fa(yo) = 0, onda je ocigledno y = y, takode
resenje razmatrane jednacine.

Diferencijalna jednacina sa razdvojenim promenljivim moze biti zadana i
nesto drugacije, tj. u takozvanoj razvijenoj formi:

Pi(z) - Q1(y) dz + Py() - Qa(y) dy = 0.
Deljenjem obe strane prethodne jednacine sa @Q1(y) - Py(x) dobijamo

Pla) | Quly)
P) ™ T Qi)

dy =0,

odakle sledi da je

Pl(SU) Qz(y> _
Py 7t / i =0

Primetimo da mogu postojati resenja polazne diferencijalne jednacine koja
zadovoljavaju uslov Q1 (y) - Pa(z) = 0. Ako ta resenja nisu sadrzana u opstem
integralu, onda ona predstavljaju singularna resenja polazne jednacine.
Jednacina
y = flax +by+c), a,bcé€R,



se smenom
u=ar+by+c

svodi na diferencijalnu jedna¢inu sa razdvojenim promenljivim. Zaista, u
tom slucaju imamo da je
u =a+ by,

tj.

b0,

(slucaj b = 0 je trivijalan, tj. tada se do resenja dolazi neposrednom integraci-
jom), odakle dobijamo diferencijalnu jedna¢inu sa razdvojenim promenljivim

u=a+bf(u).
Primer 0.1 Nadéi resenje diferencijalne jednacine
(1+2%)dy +ydx =0,

koje zadovoljava uslov y(1) = 1.
Lako se dobija da je prethodna jednacina ekvivalentna jednacini

dy dx
U
y 1422

=0, y#0.
Odatle dobijamo da je
In|y| + arctgz = C.
Stavljajuci da je y =1 1x = 1, dobijamo da je C'= %. Prema tome, traZeno
partikularno resenje, ty. partikularni integral ima oblik

™
In |y| + arctgz = 1

Napomenimo da bi funkcija y(x) = 0 mogla biti resenje polazne jednacine, ali
zbog pocetnog uslova y(1) = 1 je ne razmatramo kao kandidata za partikularno
resenje.

Homogena diferencijalna jednacina
Za funkciju f(z,y) kazemo da je homogena ako za svako A > 0 vazi

f()\:v,)\y) = f($vy>



Diferencijalna jednacina

y' = f(z,y)
je homogena diferencijalna jednacina ako je funkcija f(z,y) homogena. Jasno
je da uzimajuéi da je A = 1 imamo da je

1 1 Y
f(a:,y) = f (ZL’, y) = f (17 > )
T T x
pa mozemo reéi da je diferencijalna jednac¢ina homogena ako je oblika

y=1(4). 2

T

Uvedimo smenu

Yy _
= =u.
T

Tada imamo da je
y=x-u

pa, na osnovu pravila za izvod proizvoda, imamo da vazi
/ /
Yy =ut+x-u.
Na taj nacin iz (2) dobijamo diferencijalnu jedna¢inu sa razdvojenim promenljivim

utx-u = f(u),

odnosno p
T - ﬁ = f(u) — u.
Ako je
onda je prethodna jednakost ekvivalentna sa
du  dx
flw)—u

Odatle dobijamo da je reSenje homogene jednacine dato sa

d
/f(u)u_uzln]:d—i-(?.



Ako za neko ug vazi da je

f(UO) —UOIO,
onda je i
U = Ug
tj.
Y= U

takode resenje posmatrane jednacine.

Primer 0.2 Nadéi resenje diferencijalne jednacine

2 2
,_my —Yyr
3

koje zadovoljava uslov y(—1) = 1.
Deljenjem izraza u brojiocu i imeniocu razlomka sa x*, dobijamo jednacinu

,__(y>2 Y
y=(=] —=
A xr

Y

Uvodenjem smene

dobijamo diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive
u+x'u':u2—u,

t7.
du dx

u? — 2u x

Integracijom i vracanjem smene dobijamo

Yy —2x
Y

= C2?,
dok se partikularno resenje dobija za C' = 3.

Linearna diferencijalna jednacina
Jednacina oblika

Yy + Pr)y = Q(x), (3)



gde su P(z) i Q(x) date funkcije koje su neprekidne na nekom intervalu (a, b),
je linearna diferencijalna jednacina. Postoji vise nacina za njihovo resavanje,
a mi ¢emo ovde prikazati Bernulijev metod.
Potrazimo reSenje posmatrane jednacine u obliku proizvoda dve funkcije,
tj. neka je
y(x) = u(x) - v(z).

U tom slucaju jednacina (3) postaje

dv du
_"_ R

u(:c)% v(x)% =

Q(x) — P(z)u(z)o(z),

odnosmo u(z) (Z; + P(x)v(x)> o)y, = Q).

Izaberimo za funkciju v(z) jedno od resenja diferencijalne jednacine

dv
— + P(z)v(z) = 0.
=+ P(a)o(a)
To je jednacina koja razdvaja promenljive pa prema tome dobijamo da je
dv

o(2) = —P(x)dx.

/vfz) = —/P(x) dx.

Injv(z)|+InC = —/P(a:) dr,

Odatle je

Zakljucujemo da je da

odnosno
Cv(zx) = e~/ P@dr,

Uzimajuci da je C' = 1, dobijamo jedno od resenja
’U(SC) — effP(z)d:):'

Dalje, imamo da u(z) mora biti resenje jednacine

du

o(@) 3 = Q),



tj.

Integracijom, kona¢no dobijamo da je
/M:/Q®M7
v(x)

u(z) = /Q(x)efp(”‘“) “dr + C.

tj.

Na taj nacin smo dobili formulu za resSenje linearne diferencijalne jednacine

(3):
Yy = e~/ P@de [C’ + /Q(a:)efp(x)dm dz| . (4)

Napomenimo da u slu¢aju kada je Q(x) = 0 na (a, b), polazna jednacina
predstavlja diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive i njeno resenje
je tada dato sa

y = C«e—fP(x)d:c‘

[lustrujmo na jednom primeru Bernulijev postupak za resavanje linearnih
diferencijalnih jednacina.

Primer 0.3 Nadéi opste resenje diferencijalne jednacine

Yy +tgr-y = :
cos T

Neka je y = uv gde je u=u(x) iv=v(x). Tada je
y’ =u'v + m/,
pa polazna diferencijalna jednacina postaje

1

cosx

u'v+uw +tgx - uv =

Odatle je
1

v+ ul +otgr) = :
CoS X




Izaberimo funkciju v(x) tako da izraz u zagradi bude jednak nuli, tj. resimo
diferencijalnu jednacinu
v +vtgx = 0.

Razdvajanjem promenljivih dobijamo

d
@ _ —tgadx.
v

Integracijom i uzimanjem za konstantu In|C| umesto C, dobijamo
In|v| =1In|cosz| +1In|C|,
tj.
v(z) = Ccosz.

Posto nam je dovoljno samo jedno reSenje stavimo da je C = 1 i dobijamo
da je v(x) = cosx. Sada nam preostaje da resimo diferencijalnu jednacinu

, 1
u - cosx = .
cos T
Imamo da je
dx
du = ———,
cos?

pa je
u(z) =tgx + C.

Prema tome, opste resenje polazne diferencijalne jednacine je
y(x) = u(x) -v(zr) = (tgz + C) cos z,

il
y(x) = Ccosx + sinx.

Primer 0.4 Naci opste resenje diferencijalne jednacine
Y +ycosx = e ST,

U ovom primeru je

P(z) =cosz, Q(z)=e """



pa se primenom formule (4) dobija opste resenje
y = e—fcos;td:c [C—f- /e—sin;vefcoszdx dl’} 7
tj.
y = e 0 + /dm],
odnosno .
y — e*SlnCB[C_Fx].
Primer 0.5 Naéi opste resenje diferencijalne jednacine

Y = Y
x—i—yQ'

Primetimo da prethodna jednacina nije linearna po y iy’ ali jeste po x i x'.
Uzimajuéi u obzir da je

, dy 1 1

y:%_dl’_;p”

dy
imamo da je
,_ Tty
x = ,
)
tj.
, 1
r——r=uy.

Resavajuéi je koriséenjem formule (4), lako dobijamo opste reSenje

z =1y +Cy.



