TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE OSTROG UGLA

Trigonometrija je prvobitno predstavljala oblast matematike koje se bavila
izraCunavanjem nepoznatih elemenata trougla pomocu poznatih. Sam njen naziv potice
od dve grcke rec¢i TRIGONOS- §to znaci trougao 1 METRON- §to znaci mera. Kako se
definiSu trigonometrijske funkcije?

Posmatrajmo pravougli trougao ABC.

B a,b— katete
c— hipotenuza

a’ +b* = ¢> — Pitagorina teorema

naspramna kateta_ a

sina = . =
hipotenuza c

nalegla kateta b
cosgg=——m>———=—
hipotenuza c

naspramna kateta a
ga = =—
nalegla kateta b

nalegla kateta b
ctga = =—
naspramna kateta a

PAZI: Sam simbol sin,cos,tg,ctg sam za sebe ne oznacava nikakvu veli¢inu! Uvek mora
da ima i ugao.

Izra¢unajmo vrednost trigonometrijskih funkcija za uglove od 30°,45° i 60°. Najpre
¢emo posmatrati polovinu jednakostrani¢nog trougla.

Kao §to znamo visina jednakostrani¢nog trougla je :

/|30
/ a3
y h= 5
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b
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a
naspramna kateta 5 a

sin30° = ____:l
hipotenuza a 2a 2
a3
0330 — nalegla kateta _»  _ ﬁ
hipotenuza 2

tg30° = 1%pramng kateta L (racionalisemo) = L.
& nalegla kateta a3 3 3

V3
3

S

nalegla kateta

ctg30° = =2
naspramna kateta 4
2

a3
sin 60° = 2 —ﬁ
a 2
a
cos60":;—l
a 2
a3
1g60° =—2—=13
2
a
) 3
ctg60® = =—
av3 3
2

Za vrednost trigonometrijskih funkcija ugla od 45° upotrebi¢emo polovinu kvadrata.

Kao $to znamo dijagonala kvadrata je d = a2




sin45° = naspramna kateta_ a _L _LQ __2
hipotenuza a2 2 22 2
cos45° — nalegla kateta _ a N2
hipotenuza a2 2
1g45° = naspramna kateta: a _q
nalegla kateta a
c1g45° = nalegla kateta _4_y
naspramna kateta a
Na ovaj nac¢in smo dobili tablicu:
0(=30° a:450 a=600
sina, l \5 NG
2 2 o
cosa NG \/5 l
2 2 2
3
ctga ﬁ 1 \/5
3

Naravno, kasnije ¢emo tablicu prosiriti na sve uglove od 0° — 360°.

Osnovni trigonometrijski indetiteti:

1) sin*a+cos’a=1

sina
2) tga=
cosa
cosa
3) ctgo=—
sin

4) tga-ctga=1

Da probamo da dokazemo neke od indetiteta:

. . C a . b .
1) sin” & +cos” a =(pogledajmo definicije: sina =— i cosa = —; to da zapamtimo)=
c c
2 2 2 2 2
a b° a +b . ) c
— +— =———=(vazi Pitagorina teorema, a’ +b° =¢’)=— =1
¢ ¢ c c




a
sin o

_c

2) =

cosa b

c

=tga slicno se dokazuje i za ctga

ac_a
b-c b
.. _ . a . b, ab
4) tga - ctga =(zamenimo iz definicije, da je 1ga = 3 1ctga = —):Z-— =1
a a
Bas lako, zar ne?

Iz osnovnih indetiteta se mogu izvesti razne druge jednakosti:

1) Ako krenemo od:

sin’ @ +cos’ @ =1 — ovo delimo sa cos’ &
sin” & N cos’a 1

cos’a cos’a cos’a

tg’a+1= — Odavde izrazimo cos’ «
cos’ a
) 1
cos’ o =———
tg°a+1

Ako sad ovo zamenimo u:

sina+cos’ a=1

sin2a+2—:1
tg°a+1
) 1
sin g =1-———
tgca+1
. te’a+1-1
sin? ¢ = £+ 11
g a+1
. tg?
sin*q =—5 2
tg’a+1

Ove dve identi¢nosti ¢emo zapisati i koristiti ih u zadacima!!!

Jos jedna stvar, da izvedemo i trigonometrijske funkcije komplementnog ugla. Kako je
kod pravouglog trougla « +  =90° tj. komplementni su, vazi:



sin(90° —@) =cosa

cos(90° —a) =sina

U sin B =cosa

cos f =sina

tg(90° —a) =ctga tgf =ctga
ctg(90° —a) =tga cigf =tga
Odakle ovo?
C
b a
o p
A Y B
sa slike (po definiciji) je
. b
sing =2 sin ff =—
C C
a
cosa = b cos f=—
C C
b
a
= — t =
tga 5 gp P
a
ctga =— cigf = i
Primer:

1) Date su katete pravouglog trougla a=8cm i b=6cm. Odrediti vrednost svih
trigonometrijskih funkcija uglova a i p

a=8cm
b =6cm
c’=a’+b’
? =8 +6’
¢’ =64+36
¢* =100

¢ =10cm

sina=%=%=%=cosﬂ
cosa=§=%=%=sinﬂ
tgazgzézézctgﬁ

b 6 3
ctgazgzgzzztgﬁ



TRIGONOMETRIJSKI KRUG

Uglovi mogu da se mere u stepenima i radijanima. Sa pojmom stepena smo se upoznali jo§ u osnovnoj skoli 1
ako se secate , njega smo podelili na minute i sekunde.( 1°=60" , 1'=60"" ). Da bi objasnili §ta je to radijan,
posmatratemo kruznicu polupre¢nika R .Obim kruznice se racuna po formuli O= 2Rz, a znamo da je
7 = 3,14 .Ako uzmemo deo te kruznice (kruzni luk) koji je duzine bas R , njemu odgovara neki centralni ugao
Q.
Mera centralnog ugla koji odgovara luku duZine R je jedan radijan.
Jasno je da onda pun ugao ima 2 7 radijana. Odnosno:

360°=2 7 radijana

180°=7 ZAPAMTI

=R
1° = iradijana
Vazi dakle: I'= radijana
180 * 60
R A— radijana
180 * 60 * 60
0
I obrnuto:  1rad = 180 ~57°17'45"
V4
Primer 1:
Nadi radijansku meru ugla od:
a) 75°
b) 245°
v) 8230°
Resenje: a) Kakoje 1° = radijana to je 75° = 75— _z
180 180 12
by 2450 = 245 % - 4%
180 36

v 823082 % 430~ 117
180~ 180%60 24



A(1,0) X

TRIGONOMETRIJSKI KRUG je krug poluprecnika 1 ¢iji je centar u koordinatnom pocetku.

Tacka A(1,0) koja pripada trigonometrijskom krugu zove se POCETNA tacka.
Na trigonometrijskom krugu ¢emo posmatrati razlicite lukove koji svi po¢inju u tacki A. Luk koji obilazimo u
smeru suprotnom od kazaljke na ¢asovniku je POZITIVAN luk, a u smeru kazaljke je NEGATIVAN luk.

Uglovi po kvadrantima idu ovako:

AY
7T
] E |
O X
—>
T 271
1l 3n \Y,
2

iz  kvadranta: 0 < a < %

) Vs

1z Il kvadranta : 3 <a<rw

) 3z
1z lll kvadranta : 7 < a < 7

1z IV kvadranta : 377[ <a<2r



. V2 3z e D
Uglovi 0, EX T, - su granicni 1 podrazumeva se da nisu ni u jednom kvadrantu.

Uglove ¢ije ¢emo vrednosti oCitavati sa trigonometrijskog kruga su sledeci:

120" =2 4
3

Sinus i kosinus proizvoljnog ugla

Za bilo koji proizvoljan ugao uvek jedan krak poklopimo sa x- osom, tj, sa pocetnom tackom A(1,0), drugi krak

seCe trigonometrijski u nekoj tacki M(xo,yo). 1z te tacke spustimo normale na x iy osu. Te duZine su:

- Nax-osi cosa ( cosa =xy)

- Nay-osisina (sina =yy)



M(X5,Y5)

sino

cosa

Evo naSeg predloga kako da zapamtite vrednosti i da ih “ procitate” sa kruga.

Zapamtimo tri broja:
V243

2 2

2

1
2

koji su poredani od najmanjeg do najveceg.

2
Broj u sredini B3 odgovara uglovima koji su sredine kvadranata!

Znaci sinusi i kosinusi uglova od 45, 135, 2251 315 stepeni imaju vrednost 72 , samo vodimo racuna da li

NG

je tavrednost +—2 ili - -

Evo to na slikama , pa ¢e biti jasnije:
AY

sin 450=c0s450=g



o
»

135

sin 135‘2% a cos 135=-

V2
2

-1 X
2%/
sin 225%= - Q cos 225%= - Q
2 2
AY

v %

N
N

NG
2

sin 315%= - g a cos 315°=



) N . 3 T
Za ostale uglove vrednosti ¢e biti \;— ili - naravno opet gledamo da li je +ili - .
Evo par primera:
Primerl.

Nadi sin 60°1 cos 60°
AY

sin 60’

V3

2

Kako ugao od 60° nije sredina kvadranta, to ¢ée vrednosti za sin 60° i cos 60° biti 5 1 1 to obe

iy . . . LoN3 L e N B ,
pozitivne.Posto je crta za sin 60° duza, ona mora biti - (jer je veci broj) a cos 60° je 5 jer je crta tu kraca.

Dakle: sin 600=£ i cos60= l
2 2
Primer 2.
Nadi sin150° i cos 150°
AY
150°
i sin 150’ y
| o
cos 150°

V3

Crta za sin150° je kraca i pozitivna a crta za cos 150° je duza i negativna, pa je : sin150°=— a cos150°= - N



Primer 3.

Nadi sin4—7z 1 cos4—7z )
3 3

Ako date uglove u radijanima prebacimo u stepene, dobijamo da je to 4 _ 240°

AY

c0s240' X

sin240

0

240

Znaci, radi se o uglu u tre¢em kvadrantu i nije sredina kvadranta. Primeticemo da su obe vrednosti negativne,

NCE 4z 1

sinus je duzi a kosinus kraci. Zakljucujemo: smTﬂ = Y 1 cosT =3

Primer 4.
Nadi sin(-30°) i cos(- 30°)

Ovaj ugao, posto je negativan ide u smeru kazaljke na satu. U pozitivnom smeru to bi bio ugao od 330°.

AY
cos(-300 ) X
i —>
sin(-30")
-30°
sin(- 30%) = sin 330°=-% i cos(- 300)=cos3300=§

3 . .
Da pogledamo §ta je sa uglovima od 0, %, T, 77[ ( grani¢ni uglovi)



AR
L

Kraci ovog ugla se poklapaju , x-osu seku do jedinice, a y-osu nigde, zato je
c0s0’=1 (celacrta) a sin0"=0 (nema crte)

A Y

1

90

N
=

Ugao od 90° sege y- osu po celoj crti a x- osu nigde. Pa je sin 90°=1 a cos 90°=0

;

y

0

180

o
L/

sin 180°=0 cos 180°=-1



270°

sin270°=-1 cos 270°=0

Tangens i kontangens proizvoljnog ugla

. . . sina . cos
Vec¢ smo se ranije upoznali sa formulama fgo = 1 cliga =—
cosa sina

, naravno pod uslovima da
su imenioci razli¢iti od nule.

v e . . T
Mozemo zakljuciti da je tgo definisan za cosa = 0 ,odnosno za o # E+k T, keZ

Actga zasina = 0,odnosnoza ¢ # k 7, keZ
To znaci da ako znamo da nademo sin icosa ,znamo tga ictga
Primer 1.

Nadi:

T
a) tg—
) g
b) ctg 300°

V2
sin 45° zzl
V2

T 0
a) tg—=tg45= =
) g4 & cos45°
2
1
.
b) ctg300=<3%0 _ 2 _ V3
sin 300 3 3

[\



Naucimo sada gde se Citaju tangensi i kotangensi na trigonometrijskom krugu.
Uoc¢imo pravu x = 1 . Ona ocigledno prolazi kroz tacku A(1,0) i paralelna je sa y- osom.Jedan krak
datog ugla o opet poklopimo sa x- osom a drugi krak ¢e se¢i ovu pravu x = 1 koju ¢emo zvati

TANGENSNA osa . Odsecak na tangensnoj osi je ustvari vrednost za tga . Evo to na slici:

AY

tga

A(1,0)

angensna osa

Uocimo sada pravu y=1 koja prolazi kroz tacku B(0,1) i paralelna je x- osi. Tu pravu ¢emo zvati
KOTANGENSNA osa inanjoj ¢emo ocitavati vrednost za kotangense uglova.

Evo slike:
AY

B(0,1) ctga kotan/gensna osa




Ovde razmisljamo sli¢no kao za sinuse i cosinuse, samo moramo da zapamtimo nova tri broja :
V3
= 1, 3

Broj 1, pozitivan ili negativan je vrednost za tangense i kotangense uglova koji su sredine
kvadranata, tj. za 45, 135, 225 1 315 stepeni a za ostale uglove gledamo duzinu CRTA koje

odsecaju na tangensnoj i kotangesnoj osi i da li je pozitivna ili negativna.

Veca crta je \/5, a manja je T?,
Evo nekoliko primera:

AY
0
ctg45

0
tg45

tg45°=1 i ctgd5°=1 Sredina kvadranta je u pitanju, pa su vrednosti 1.

AY

ctg120’
120‘)\ X

0
tg120

PAZI:
Posto krak ugla ne sece tangensnu osu, moramo ga produziti do preseka sa osom.
Uocimo da su obe vrednosti negativne i da je tangens duzi a kotangens kraci!

V3

Dakle : tg 120°= - NER ctg 120°= - 5



ctg240’

tg240

240 >

tg240"= NER ctg 2400=£ uoci duzine ovih podebljanih crta
3

Sta je sa grani¢nim uglovima?

AY

T
2

3n

2

Za 0 stepeni vidimo da ugao ne sece nigde tangensnu osu , pa je tg0°=0, za ctg0° krak i kotangensna

osa idu paralelno, pa kazemo da ctg x tezi beskonacnosti kad x tezi nuli u pozitivnom smeru.

Sli¢no je za ugao od 180°. Opet je tangens nula a kotangens teZi - .
Zaugao od 90°  je obrnuta situacija: ctg90°=0 a  tg90° teZi +oo.

Zaugao od 270° je «ctg270°=0 a  tg270° teZi- .



90° = —




SVODJENJE NA I KVADRAT

Kao $to smo videli do sada, trigonometrijske funkcije uglova I kvadranta izracunavaju
se na isti nacin kao trigonometrijske funkcije ostrih uglova pravouglog trougla.
Pokazacemo da se preko formula, trigonometrijske funkcije proizvoljnog ugla mogu
izraziti preko trigonometrijskih funkcija odgovarajuceg ugla I kvadranta. Taj postupak
se zove svodjenje na I kvadrat.

1) Iz II u I kvadrant

Vaze formule za: O0<a <%

sin(r —a) =sina

(7 . 0
sin| —+a |=cosa odnosno |sin (90 + a) =CcoS¢
2 cos(r—a)=—cosa

g(r—a)=-tga

T ) )
cos (5+aj =—sina odnosno cos(900 + a) =—-sino

ctg(r—a)=—ctga

odnosno :

1g (£+ aj =—ctga  odnosno |tg (90O + a) =—clga
2 sin(180° — ) = sine

ctg (% + aj =—tga  odnosno | ctg (90O + a) =—fga cos(180" ~ ) =—cosa
tg(180° — ) = ~tgar

ctg(180° — ) = —ctgar

Primeri:
a) sinl115? =sin(90° +25°) = cos25° a moze i:
sin115% =sin(180° —65”) =sin 65°

Naravno, ve¢ smo videli “veze’’ u I kvadrantu i znamo da je cos25° =sin 65°. Tako da
mozete upotrebiti bilo koju formulu iz ove dve grupe.

37 ( ﬁj V4 N2
b) cos—=cos| 7—— |=—cos—=——

4 4 4 2
v) tgldl° = tg(180" _39"): —1g39°

g) c1gl01° = cg(90° +11°)=—g11°

2) iz 111 u I kvadrant




Opet imamo dve grupe formula:

sin(7+«a)=-sina
cos(r+a)=—-cosa
tg(r+a)=tga
cg(r+a)=ctga
to jest:

sin(180° + ) = —sina
cos(180° + @) = —cos

t2(180° + ) = tgx

ctg(180° + ) = ctga

Primeri:

3z

. (37r j .
sm| —-—a |=—cosa .
2
(37r j . .
CoOsS| ——a |=—-smma t.
2
kY4 .
tg(;—aj=ctga 1.

R4 .
ctg (T—aj =tga

=S8 7Z'+§ =—Ssin—=——

Y 2
a) sin— =sin| —+—
3 (3 3

3 2

b) cos207° = cos(180” + 27”)= —cos27°
v) 1g263° =1g(270° =7°) = c1g7°

T T T
clg— =cClg| 7 +— | =ct; —=\/§
g) cig P g( 6} g%

3) I1z1V u I kvadrant
. (37r j
sin| —+a |=—-cosa
2
(37[ j .
cos| —+a |=sina
2
5]
g 7+a =-—clgo

3z
ctg (7 + aj =—Iga

t.

sin(2700 +a) =—cosa
cos(2700 +a) =sina
tg(2700 + a) = —ctga

cz‘g(2700 + a) =—tga

Ako posmatramo negativan ugao (—o):
sin(-a ) =-sina cos(-a)=cosa tg-a)=tga ctg-a)=-ctg a
Ovo nam govori da je jedino cosa parna funkcija (jer “uniStava’’ minus a sve ostale su

neparne)

Primeri:

a) sin307° =sin(270° +37° )= —cos 37°

sin(2700 —a) =—cosa

cos(2700 —a) =—sina

tg (2700 —a) =clga

ctg (2700 - a) =tga




NG

b) cos(~30°)=cos30° ==

2
V)l‘ M—t (_ﬁj__t Z—__3
56 BlTe)T %63
T T \/g
gl —— |=—ctg—=——
g)cg( 3j <83 3

Sto se ti¢e periodi¢nosti funkcija sinx i cosx veé¢ smo uoéili da vazi:

sin(a +2kr)=sing  odnosno sin(a+360°-k)=sin«a

cos(a+2km)=cosa odnosno  cos(a +360° k) =cosa
za k koji je bilo koji ceo broj.
Dakle: osnovni period finkcija sinx i cosx je 7 =27 odnosno 7 =360°
Primeri:
a) sin1170° = (oduzmimo od 1170° po 360° dok se ne dodje “’ispod’” 360?)

1170° -=360° =810°
810-360" =450°
450° =360 =90°

Paje: sinl1170” =sin90° =1 ili moZzemo zapisati: sin1170° =sin(90° +3-27) =sin 90°

b) cos780° = (slican postupak)

780”7 —=360” = 420°
420° -360° = 60°

Paje cos780° = cos 60° =% tj. cos780° =cos(60” +360”) = cos 60’ =%



Za tangense i kotangense vazi:

tg(a+kr)=tga odnosno  tg(a+k-180") =tga
ctg(a+kr) =ctga odnosno  ctg(a +k-180°) = ctga
Dakle: osnovni period funkcija tgx i ctgx je T =z odnosno 7 =180’

Primeri:

a) tg750° =(odavde od 750° oduzmemo po 180° dok se ne ““ spustimo’’ ispod 180)
750° —180° =570°
570° -180° =390
390° -180° =210
210° -180° =30°
tg750° =tg30° =?

b) ctg(-1110°)=—ctgl110° =—ctg30° =—/3  jerje 1110° =6-180" +30°

sin 750° - c0s390° - tg1140°
ctg405° -sin1860° - cos 780°

1) Uprostiti izraz:

ReSenja: Najpre ¢emo upotrebom formula sve prebaciti u I kvadrant!

sin 750° =sin(30° +2-360°) =sin30° =

c0s390” =cos(30° +360°) =cos30° =

Il
N|&| o | —

tg1140° = tg(60° +6-180°) = tg60° =~/3

ctg405° = ctg(45° +2-180%) = ctg45° =1
sin1860° =sin(60° +5-360°) = sin 60° = —

cos 780° = cos(60” +2-360°) = cos 60° :%

Vratimo ova reSenja u pocetni zadatak:

$in 7507 - cos 390° -£g1140° % 7Z V3
ctg405° -sin1860° - cos 780° % \J\i




ADICIONE FORMULE

Zbir uglova

sin(e + ) =sina cos f +cosa sin

cos(a + f) =cosacos f—sinasin
1ga +t,

g+ p) =080
l-tga-tgf

ctga-ctgff—1

cigla+ p)=
gl@+p) ctgf+ctga

Razlika uglova

sin(a — ) =sin @ cos f —cosasin

cos(a— ) =cosacos f+sinasin

tga —tgf
tg(a—p)=——""—
g@=p) l+tga-tgf

ctea-ctgfS+1

ctgf —ctga



TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE DVOSTRUKOG UGLA

Formule su:

1. sin2a =2sina cosa
2. cos2a =cos’ a—sin’ a
2tgx

3.1g82a =

& 1-tg’a
2 —

4. ctg2a = cgra-l
2ctga

Primeri:
1) a) sin 20 = 8%

l1+tg’a

Dokazati.

sin 2a = 2 sin & cos @ =(uvek mozemo u imenioci dopisati 1, zar ne?)=

2sinacosa  2sinacosa

sin2a = =— —— = (trik: izvu€emo zajednicki i gore i dole
1 sin” a +cos”
cos’a )=
7 2sina
cosa  _ 2tga _ 2tga
in’ 1g’a+1 l+tg’a
cost o ( sm2a +1j & &
cos” a
1-tg°a .
b) cos2a = -— Dokazati.
l+tg

cos’a—sin’a _ cos’a—sin’a
- 2

cos2a =cos’ o —sin’ a = —
1 sin“a +cos” o

= (isti trik, izvucemo

cos’ a i gore i dole)
. 2
sin® o
cos’ a| 1-— ) )
cos"a) l-tga 1-ig°a

2

B in’ T tela+l l+tela
cosza(sma+lj g g

, Sto je i trebalo dokazati.

cos’ &



TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE POLUUGLOVA

Formule su:
1 osin® o [17C080 e int  Z 1 cosar
2 2 2

1 .
2. cosgziqu ili 2c0s? % =1+cosa
2 2 2
1_
3 g% oy [Locos
2 1+cosa
n ctgg:i /1+cosa
2 l-cosa
Primer:

1) Odrediti cos%, ako je sina =§ i ae (—37”,—7[)

.. o 1+cosa .
Posto je cos— =+, |———— moramo naéi cos« .
2 2
sin*@+cos’ a =1 a l+cosa
) _ cos—=+,|—— =
cos’a =1-sin’ & 2 2

2

4

cosla=1-| =

5

coszazl—&
25
) 9
cos o =—
25
coszq:i‘/i a 1 .
25 cos— = ——— racionaliSemo
3 2 Vs
cosa:ig o \/g
CoOsS—=———
2 5
. ( RY/4 j ) ( kY4 j a ( kY4 72')
Posto je ae|—,—7 zoae|—,7n1|=>—e| —,—
2 2 2 4 2
y
To nam govori da je iz II kvadranta
X

cosa =——
5



Transformacija zbira i razlike trigonometrijskih funkcija u proizvod i obrnuto

Formule su:

. . . a+ o—
1. sina+sin f=2sin ﬂcos P

2 2
2. sina—sinﬂ:2cosa+ﬂsina_ﬂ
2 2
3. cosa+cosﬂ=2cosa+ﬂcosa;ﬁ
4. cosa—cosﬂ:—ZsinOH'Bsina;'B
in(a +
5. tgaitg,b’:—sm(a_ﬁ)
cosacos f
in(a +
6. ctgaictgﬁzw
sina sin

7. sinx-cosy= %[sin(x + y)+sin(x — )]
8. cosx-siny= %[sin(x + y)—sin(x—y)]
9. cosx-cosy= %[cos(x +y)+cos(x—y)]

10. sinx-siny = —%[cos(x+ y)—cos(x—y)]



Osnovne trigonometrijske jednacine
1. sinx=a

Ova jednacina ima reSenja ako je —1<a <1 zbog ograni€enosti sinusne funkcije izmedju -11 1.
Da bi lakse razumeli kako se reSavaju ove jednacine, posmatracemo sledece situacije:

i) O<ax<l
i) —l<a<0
i) a=0

iv) a=1

v) a=-1

i) sinx=a O<ax<l

Postupak: Nadjemo vrednost a na y-osi i povu¢emo pravu y=a  Ona sece trigonometrijski krug ( tatke A1 B )
1 spojimo sa kordinatnim pocetkom. Dobili smo dva trazena ugla: («) i (7 —«a). Evo slike:

ReSenja zapisujemo:

X, =a+2kr
x,=(r—a)+2kx
kez

PAZI:

2kz dodajemo zbog periodi¢nosti funkcije sin x , koja je 27 =360°, to je obavezno!



Primer:

e L . 1
Resiti jednacinu:  sinx = 5

M . o . : 1 . 3
ReSenje: Prvo nacrtamo trigonometrijski krug. Nadjemo na y-osi vrednost 5 i povucemo pravu

y:%, paralelnu sa x-osom. Ta prava seCe trigonometrijski krug u taCckama A 1 B. Te tacke

spajamo sa koordinatnim pocetkom i dobili smo trazene uglove.

Iz tablice ( ko zna ) vidimo da su trazeni uglovi:

a,=30"=2
6
a,=150" = S
6
Evo slike:
A
y Resenja su:
1
I X, =%+2k7z
B 2 A
"""""""""""""" X, = 5?7[+ 2kx
=C kez
> X
ii) sinx=a -1<a<0

Postupak je slican kao malopre. Nadjemo vrednost a na y-osi ( pazi: sad je a negativno pa je ispod x-ose ),

povucemo pravu paralelnu sa x-osom. Mesta gde prava y=a sece trigonometrijski krug (A 1 B) spojimo

sa koordinatnim po&etkom i dobili smo trazene uglove: (—@) i (7 +)

Na slici to izgleda:



Ly ReSenja su:

X, =—a+2kr

2 "
n x, =(w+a)+2kn
1+ !
I | kez
e "
=L
i ¥ ;
Primer:
Resi jednacinu: S X = -
LY
=T = 450 =%
A = .
5
'f \ 225° = Tﬂ
|'|. ",I
I| o~ \ |I 9 o
| J ;i Reenja su:
Y i =
27 ':_.--\{” X "-: b 7[
- . A T X, =——+2krm
= R N i < =
-\"-.___ _________. 5
L X, = i + 2k
4
keZ

. . V4 N T T - o
Naravno, ovo negativno reSenje _Z+2k7[ moZemo napisati 1 kao T+2k7z ali je obicaj da se

uglovi u IV kvadrantu pisu kao negativni

iii) sinx=0

i Sinusi su jednaki nuli za uglove od 0°i 180°
£ x=0+2kx
Y %,
o \ x=xw +2krx
I:, \ keZ
A e Y (P

|II .I
Il‘-_“‘. )__.'J.l

‘x\ 4

., ____.--"f




iv) sinx =1

Sinus ima vrednost 1 za ugao od 90’

x:—%+2k7z keZ

Ili mozemo zapisati preko pozitivnog ugla:

> X
| 0 I
M, ff'
e
H\-. . _J_.-f""
. . o T
Ovde imamo samo jedno reSenje: X= > +2kr  keZ
V) sinx =—1
Y
_..«""-- : R .q"‘-a-.x
.-'.l-. " H
# :
IIII IllI
| 1
| T
k I I|I
, 4
S o
-1
2. cosx=b

3z

x=7+2k7r keZ

Kaoikod sinx=a i ovde mora biti —1<b <1 da bi jednacina imala reSenja.

I ovde ¢emo rasclaniti problem:

i) 0<b<l
i) —1<b<0
i) b=0

iv) b=1

v) b=-1



i) cosx=bh 0<b<l

Ovi uglovi se nalaze u 11 IV kvadrantu.
Postupak:
Na x-osi nadjemo vrednost . Povu¢emo pravu paralelnu sa y-osom. Ta prava sece

trigonometrijski krug u tackama M i N. Spojimo te tacke sa koordinatnim pocetkom i dobili smo
trazene uglove: a1 (—a)

.'lllrl'
I ]
'\x\.
Resenja su:
x=a+2kr
x=—a+2krx
keZ
Ugao ¢ odredimo iz tablica ili konstruktivno.
Primer:
Resi jednacinu: COSX = 7
i Resenja su:
.-"'----_. T B 7[
Pg HHH - x = g +2krx, keZ
o ;
/ MH pa
\ x=——+2kn, keZ
|I -...__.-' 6
| 0.~ :
I J- - A
- X : .
| e Jer je cos30" =—
i 'H.__-:'l_"!. i ] 5
S | i -
N . To jest cos—=—
: A0 6 2
'\.'\.,\H - __.-"




i) cosx=b —-1<b<0
Ovi uglovi se nalaze u II i III kvadrantu. Postupak je isti, samo je b negativno!
b Resenja su:

\ py x=a+2kn
A x=—a+2krn

¥ :
a1
){: \\ keZ

v}
/ \ "|
I .
_1 II b | = X
nﬁ\ / /
_1_::
\\ V.4 f/
2
_,-".
e | oot
&
/ f
Primer:
Resi jednacinu cosx = —5
M 2z
\ Al 120° = T
I“ "-F-____-\-"\-\. R v . .
# k "1‘1
i \§'\ 20" \ x=27ﬂ+2k7r

| | oy

| it x=—-—+2krx
-1 II 1 I| 3
\ i ~-120" / kez




i) cosx=0

¥
x=£+2k7t 1
x=_£+2k7z / h
2
keZ If
I| II.'-'E I|II
| \ -
—m) L /
/
S _F__/
iv) cosx=1 V) cosx=-1

I [ =X I'I I|I
x=0+2kx / \x / x=r+2kn
e ki—-Z R keZ
3. tgx=m

Za razliku od prethodne dve, jedna¢ina #gx=m ima reSenja za Vm € (—o0,00). Razmotricemo dve

situacije: m>01 m<0
i) tgx=m m>0

To suuglovi u I 1 III kvadrantu!



Postupak: Na tangesnoj osi nadjemo m i to spojimo sa koordinatnim pocetkom. Dobili smo ugao

Produzimo taj ugao u III kvadrant i evo drugog resenja: 7+«
Resenje je:

A
1 |
o & s -
/ \'\‘: =,
x=a+kr / T+ e\
k Sy4 II' /'_‘\___\ & |
Zasto samo jedno reSenje? . e i ")
: £

Zato §to je 18X kaoi €I8X periodi¢na funkcija sa periodom 7 -
Pa kad stavimo k7 mi smo to reSenje ve¢ opisali!

S
- o .\\"\.
-
Zapamti: Kod sinx i cosx je perioda 2k7z akod #gx i ctgx samo kr.
ii) tgx=m m<0
Ovi uglovi su u II I IV kvadrantu! Postupak je potpuno isti.
Ay Resenje:
H“\\ g xX=—a+kr
X, \\\ keZ
I-"ll \x\-.x‘ -'-I.
II . | "y
| L
\ %
\ rll
\\\H‘x--_ ----_____f
Primer 1.
Resi jednaéinu: 1gx =1
Resenje: (iz tablice znamo: tgx45° =1)
aly
o T
f__l___- /-’ 45 —Z
7 X x
X=—+kr
/ g l‘"'.l 1 4
f /ﬁ i keZ
I . 45 -




Primer 2.

Igx = —\/g

Resi jednacinu:

Resenje: Iz tablice je 1g60° = ++/3, pa je onda #g(—60°) = —/3 jer je tg(~a) = —tga

Crtamo sliku:

iy

Primer 3.

Resi jednacinu: #gx =0

Vidimo da su to uglovi od 0° i 180°

Dakle:
x=0"+kx
x=krx

keZ




4, cigx =m

Kao i za tgx resenja su iz celog skupa R. Perioda je k7 . Postupak resavanja je slican, samo $to vrednost za ctgx
trazimo na kotangensnoj osi

ctgx =m m>0 cigx =m m<0
Jl.:fiII nl!lr

Uglovi su u I i I kvadrantu. Uglovi su u II'1 IV kvadrantu.
Resenje: x=a+krx Resenje: x=—a+krx
keZ keZ

Najpre potrazimo vrednost u tablici, vidimo koji je ugao u pitanju i nacrtamo sliku.

Primer 1.

Resi jednadinu: Cfgx=7

Resenje: iz tablice vidimo vrednost za  60°

3/

& ¥ ,ulj J,r"'

| 1 - ~+ -




Primer?2.

Resi jednadinu: c7gx =—1

&Y
" x= —£+k7r
-1 4
- A moze i:
\ x =3—7[+k7z
4
'-,I keZ
|
I I[ =X
(Jﬂ:'
Rl .
Primer 3.
Resiti jednacinu: ctgx =0
Y 3!"
x=Ztkn
keZ
T2 '.II
| .
I [ =X
|
—m /2




Zadaci

1) Resi jednacine:

a) sin2x =l
2

b) sin(x—zJ =0
3

ReSenje:

a) Jednacinu reSavamo normalno , kao da je sinx.( al piSemo 2x u reSenju...)
|z tablice vidimo da je jedan trazeni ugao 30°

aY Pazi sad:
1 2x=Ziokr ili 2x="F12kx
; — T 6 6
s / H‘\ .~~~ Sada izrazimo x, odnosno sve podelimo sa 2
- A el T ok il 57 i
'.FI III' "\-\.H‘-. l .-..._-____.- = X—E-i- T 11 X—E-I‘ T
6 f ~2) 3 keZ
y ! -
'. |
\ ]
X 7
% A
"\-\.&h__ ___-""J
b) Isto reSavamo kao da je sinx =0 ali posle ne piSemo x=.... Nego x —— =... pa izraunamo!
Dakle: Y
x-Z-0+2kr ili x-Z=rx+2kn e
3 3 e e
7 . r i R
x=§+2k7r ili x=7r+§+2k7r P %
A -".; \
keZ x=—+2krm x ( 0"
3 ' I X
k (S Z |I |I
i
™,
N _




2) ReSi jednacine:
V2

a) cosSx=———
2

b) cos(2x _Ej =0
6

ReSenje: cosS5x = Y

TR

5x:3—7[+2k7r 1 5x=—3—ﬂ+2k7r

Oba resenja podelimo sa 5
3z 2krm - 3z 2kr
= — ili X=—"—+—
20 5

L
Yo |
'y
/
.'l..lr
/
Fd
b i
) /
cos(2x——j =0
L= Zokr il
2x=2 42 4 2kn
2 6
2= okn
6
2x =2—ﬂ+2k7r
3
x=Ztkn

keZ

x‘-.,' keZ keZ
'|
> X
|
/
i
'
-
Jl.:fiII
=L = Z kg f-f w2
6 2 | | -
T | | -
2x=——+—+2knx \ |
2 6 i3 /
-2 Vi
2x=——+2knx \
6 /
H"-\.
2x=-2 1 2%kn S
3
x=-Ztkn
keZ



3) Resiti jednacine:

a) 1g2x=-1

7
b) tg(Sx—Ej =1

ReSenje:

a) 182x=-1

Y TraZeni ugao je —435°
. Dakle:
/ \ 2x=—£+k7r
4
III." -‘."'. x—_£+k_ﬂ
\ 8 2
III III' ey keZ
\ /
\ /|-
[ !
¥ .
Trazeni ugao (iz tablice) je 45" =
- -2 =" vkn
2 4
.'"f 11 x=2+Z vkn
f 45" " N
i =X 3x—3—”+k7t
| 4
fl T kx
X=—+—
\ "f 4 3
keZ

T

4



4) Resiti jednacine:

a) cig3x=1

b) ctg(x —Zj =
2

ey

keZ

Y

Iz tablice vidimo da je trazeni ugao 45"

Trazeni ugao je 30°




Trigonometrijske nejednacine

To su nejednacine kod kojih se nepoznata javlja kao argument trigonometrijske funkcije.
Resiti frigonometrijsku nejednacinu znaci naci sve uglove koji je zadovoljavaju.
Prilikom trazenja reSenja ove nejednacine, najpre c¢emo resiti odgovarajucu jednacinu,

a zatim naciintervale koji se u nejednacini traze.

1.Nejednacine sinx>a i sinx<a

a < -1 -svaki broj je resenje a < -1-nema resenja
-1<a<I1-resavamo —1<a<l1-resavamo
a >1-nema resenja a > 1-svaki broj je resenje

Primer 1. Resi nejednacine:

a) sinx > -2
. 1
b) sinx>—
2

v) sinx >3
Resenja:

a) sinx>-2 postoje —1<sinx <1 toje svaki x € R reSenje.



b) sinx>l
2

Najpre resimo odgovarajucu jednacinu:

sin x :% Dakle, resenja jednacine su:
Y X —£+2k7r
150° 30 6
X =5—ﬂ+2k7z
6

xv

- o . | .
Sada razmisljamo! Posto nam trebba da je sin x >5 uzimamo “gornji deo”.

y Dakle:
150 s Y4

Jos dodamo periodicnost:

\J %+2k7z<x<5?ﬂ+2k7z, keZ

V) sinx >3

xv

Ovo je nemoguce, pa ova nejednacina nema resenja.
Primer 2. ReSi nejednacine:

Q) sinx < -2
b) sinx < _N2
2

V) sinx <5
Resenja:
a) sinx<-2 =Kako je —1<sinx <1, dakle nikad ne moze biti manji od -2, data

nejednacina nema resenja



b) sinx < N2
2

Najpre resimo jednacinu sin x = —7
ry Resenja su:
x:5—”+2k7z
4k :
> x:7—ﬂ+2k7z
X 4
[a]
225 315"
. - . 2 "
Za nejednacinu smxS—T nama treba “donji” deo !
Dakle: y
4 4 X
225°
5—7[+2k7z£x£7—7[+2k7z Y~ 315"
4 4
keZ
V) sinx <5

Kako je —1<sinx <1, ova nejednacina je uvek zadovoliena,tj. Vx € R je reSenje.



2.Nejednacine cosx>b i cosx<b

b <—1- svaki broj je resenje b <—1- nema resenja
—1<bh<1-resavamo —1<b<1-resavamo
b >1- nema resenja b >1- svaki broj je resenje
Primer 1.

Resi nejednacine:

a) cosx >—2

b) cosx>l
2

3
V) cosx >—
2

Resenja:

a) cosx>-2 ovdejesvaki xeR

b) cosx>l
2

x:£+2k7r
3

v

. - 1
Najpre resSimo cosx =—
2 Vs

x= —g +2kr

Ay

-
-

60

xVv




. . . - . D . . 1 .
Za reSenja nejednacine su nam potrebni uglovi Ciji je kosinus veci od 5 ,Zznaci “desno”.

A y o
60
N
-60°
" . /4 V4
Konacno resenje je —§+2k7r<x<§+2k7r ., keZ

3
V) cosx >—
2

Ova nejednacina nema resenja jer najveca vrednost za “kosinus”, kao $to znamo,

moze biti 1.
Primer 2.

Resi nejednacine:

a) cosx < —2
1

b) cosx <——
2

V) cosx <2
Resenja:

a) cosx <—2-nema resenja



| 1
b) cosx < —E—resmemo pPrvo cosx = =

120° Y Resenja jednadine su:
\ xX= 2z + 2k
3
j X x= il +2kr
240,

o . " 1 .
Zaresenje nejednacine cosx < _E nam treba “levi” deo:

3 A y
120

7R
/

xv

240,
Dakle, resenje je 2% +2kr<x< 477[+ 2k

V) cosx <2

Ovde je naravno reSenje Vx e R



3. Nejednadine sa tgx i ctgx:

Ove nejednacine za razliku od onih sa sinx i cosx uvek imaju reSenja s obzirom da tgx i ctgx uzimaju
vrednosti iz celog skupa realnih brojeva.

| ovde ¢emo najpre resiti odgovarajucu jednacinu i na osnovu nje odrediti interval reSenja date
nejednacine.

Primerl.

a)tgx >3

240
270

Najpre redimo jednacinu tgx = /3 . Re$enjasux = % + km, k €Z.
Razmisljamo za koje uglove je tg x veéi od v/3 ?
. T T . .. 4m 3 TR s ).
Prvo su to uglovi od 3 do > A onda i drugi interval od el do - .(posmatrajudi trigonometrijski krug)
Zbog periodi¢nosti funkcije tg x, skup reSenja nejednacine zapisujemo u slede¢om obliku:
x € %+kn,%+kn),k€Z.
b)tgx <1
Prvo reSavamo jednadinu tgx = 1. ReSenjasux = % +kn, k € Z.

Nas zanimaju vrednosti tg x manje ili jednake od 1.(podebljana poluprava)

90
45

225

270
Opet moZemo da primetimo dva intervala za koja to vaZi na trigonometrijskog krugu:

——<x<-i-<x< o . (uglove —%i%ne uklju¢ujemo zbog domena funkcije tg x)

4

N
N
N



Skup svih resenja nejednacine moZemo zapisati u slede¢em obliku:
3 3
X € (—E+kn,z+kn],k € Z.

Primer2.

“ |G

a)ctgx =
- . v V3 oo, n
Prvo resimo jednacinu ctgx = - ReSenjasux = >+ km, k € Z.

Nas zanimaju vrednosti ctg x vece ili jednake od ‘/3——.(podebljana poluprava)

MoZemo da primetimo dva intervala za koja to vazi na trigonometrijskog krugu:
0<x< % iT<x< 4?” . (uglove 0 i T ne uklju¢ujemo zbog domena funkcije ctg x)
Skup svih resenja nejednacine mozemo zapisati u slede¢em obliku:

X € (O+kn,§+k7r],k EZ.

b)ctgx <0

Prvo reSimo jednacinu ctg x = 0. ReSenja su x = % + kn, k €Z.

Nas zanimaju vrednosti ctg x manje od 0.(podebljana poluprava)

vA

7 %
180 Jseo

270

Y - . L .3
UocCavamo uglove iz Il i IV kvadranta koji to zadovoIJavaJu:g <x<mi 7” <x<2m.
Skup resenja ove nejednacine mozemo zapisati u slede¢em obliku:

X € %+k7T,7T+kT[),kEZ.



Zadaci:

1) Resi nejednacinu: sin3x —73 >0
Najpre resimo

sin 3x _N3 =0

sin3x = ¥3

ResSenja jednacine su nasslici 1.

Ay y
120° 60° 120° 60"
NIV NIV
x:£+2k7z
3
x=2§+2k7z

Sad reSavamo nejednacinu. OcCigledno nam treba gornji deo :

%+ 2Jer <3x < %’H 2kr (slika 2.)

Sve podelimo sa 3

L 2k7z$xg2_7z 2k
9 3 9 3
keZ

10



3) Resinejednadinu: 2sin’ x+5sinx+2>0
2sin’ x+5sin x+2 >0 —smena sinx=t

2t* +5t+2 > 0 —» pogledaj kvadratne nejednacinel!

. o753
4
.
2
t,==2

€ (—o0,-2)U (—%,OO)U',

sin x € (—o0,-2) v (—% ,00)

Posto je —1<sinx <1 moramo izvrsiti korekciju intervalal

. 1 ) 1
sinxe| ——,1| odnosno sinx>-——
2 2

A

v

|
/

1
- 1t =
B LA
210":%c / 6 6

—£+2k7z<x<7—ﬂ+2k7z
6 6

keZ

Je konacno resenje!

12



TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

y =sinx

\ J

[ANNVA

1|
0
NIA
; A
Q
A
N
=

e D=R, D=[-11]
e  Periodi¢na f-ja sa osnovnim periodom T = 2w

sin(x + 2m) = sinx
o y=0zax=kmk€L
*  YVoaxr =1 Zax=§+2kn,kEZ
* YVoun =1 Zax=37”+2kr[,kEZ
e Neparna funkcija sin(—x) = —sinx
o y/ Zaxe(—5+2kn,5+2k7r),kEZ

o« Y\ zaxe(§+2kn,37”+2kn),kez

y = COS X
2~

—27 - -7 3 3 ™ 5 2n
-1}
2L

e D=R, D=[-11]
e Periodi¢na f-ja sa osnovnim periodom T = 2x

cos(x + 2m) = cosx

. y=02ax=%+k7r,kEZ

® Voo =1 2zax=2kn, kEZ

* Vun =—1zax=mn+2kn, k€Z

e Parna funkcija cos(—x) = cosx

o y/ zax € (w+ 2km2n+ 2kn), k€T
o yN zax € (0+ 2km,m+ 2kn), kEZ

t
=2
[
ral=y

D =R\{Z+kn, kez} D=R
Periodi¢na f-ja sa osnovnim periodom T = &

tg(x +m) =tgx

y=0za x=kn, keEZ
Neparna funkcija tg(—x) = —tgx
Yy je monotono rastuca za x € (— % + kn,% + kn) k€L

y =ctgx (: cosx)

sinx

| | | y.—-{"l'_l;’l !

T ol AN 0] DN | 3N 2o SR
T\ 2\ Y 7 |
| | | i i

D =R\{km, k € Z} , D=R
Periodi¢na f-ja sa osnovnim periodom T =&

ctg(x +m) = ctgx

y=0za x=%+k7r,kEZ
Neparna funkcija ctg(—x) = —ctgx
y je monotono opadajuéa za x € (km,w + k), k € Z



Inverzne trigonometrijske funkcije

y = arcsinx

Yy

(VE]

D

- T T
[_111] |D - _EIE:I

Yy = arccos x

y ~arccosx

| ®/2

\
0

“w

1

D =[-1,1], D =[0,n]

y = arctg x

y = arcctg x

T
-






