ODREDJENI INTEGRAL

e Neka je funkcija f(z) definisana na segmentu [a, b], a < b.
Podelimo segment [a, b] tackama

a=xg<x1<...<2,=0

na n podintervala [z;_1,7;], ¢ = 1,...n. U svakom inter-
valu [x;_1, ;] izaberemo proizvoljnu tacku &;, dakle & €
[x;_1,x;]. Oznac¢imo sa Ax; duzinu intervala [z;_1,z;], tj
neka je Ax; = x; — x;_1. Oznacimo sa Aw,,,, duzinu na-
jveceg intervala podele.

Definicija: Suma
0 = ;f(&)Ax“

je integralna suma funkcije f(x) koja odgovara datoj podeli
segmenta [a, b] 1 datom izboru tacaka &;.

e Geometrijski, data suma predstavlja povrSinu stepenaste
figure sastavljene od n pravougaonika Cije su stranice Ax;
i f(&) (vidi sliku).
Definicija: Ukoliko postoji konacna grani¢na vrednost in-
tegralnih suma o kada Ax,,,, — 0, koja ne zavisi od podele
segmenta [a, b] 1 izbora tacaka &;, onda se ona zove odredjeni
integral funkcije f(x) na inrtervalu [a, b] i oznacava sa

/abf(a:) dx.

e Geometrijski, ako je funkcija f(x) neprekidna i pozitivna,
odredjeni integral predstavlja povrsinu krivolinijskog trapeza,
ograni¢neog odozgo grafikom funkcije f(x), pravama z = a
i x = b sa strane i x osom odozdo.



e Neka je funkcija f(x) definisana i ograni¢ena na intervalu
[a,b]. Oznacimo

m; = infxe[xi,l,xi]f(x)a M= Supxe[xi,l,xi]f(aj)-

Sume

n
S =

1=1

i=1

zovu se donja i gornja Darbuova suma funkcije f(z) za datu
podelu intervala [a, b]. (vidi sliku).

Tvrdjenje: Neka je funkcija f(z) definisana i ograni¢ena
na intervalu [a, b]. Funkcija f(x) je integrabilna na intervalu
la, b] akko za svaki pozitivan broj € postoji podela intervala

la, b] takva da vazi
S —s<e.

e Neke klase integrabilnih funkcija:

Tvrdjenje: Neka je funkcija f(z) definisana i neprekidna
na intervalu [a,b]. Tada je f(z) integrabilna na intervalu
a, b].

Tvrdjenje: Neka je funkcija f(x)ogranicena na intervalu
[a, b] 1 neka ima kona¢no mnogo prekida na tom intervalu.
Tada je f(z) integrabilna na intervalu |[a, b].

Tvrdjenje: Neka je funkcija f(x) monotona na intervalu
la,b]. Tada je f(x) integrabilna na intervalu [a, b].
e Osobine odredjenog integrala:

1. )
/adx:b—a.



/aaf(:z:)dxzo,
/abf(a:)d:(::—/baf(x)dx

3. Ako je funkcija f(z) integrabilna na intervalu [a, b] onda
je ona integrabilna na segmentima [a, c] i [c, ] i vazi

[ f@yde = [ f@)de+ [ flx)da

4. Ako su funkcije f(z) i g(z) integrabilne na intervalu |[a, b]
onda je i funkcija af(z) + fg(x) integrabilna na intervalu
[a, b] 1 vazi

/ab(ozf( ) + Bg(x) x—a/f dl‘—l—ﬂ/abg(g;)dx

5. Ako su funkcije f(z) i1 g(x) integrabilne na intervalu [a, b]
i ako je f(z) < g(x), Vx € [a,b], onda je

/abf(:c)dsc < /abg(x)d:v

6. Ako je funkcija f(z) integrabilna na intervalu [a, b] onda
je i funkcija | f(x)| integrabilna na intervalu [a, b] 1 vazi

[ty < [1f@) do.

7. Ako je funkcija f(x) neprekidna na intervalu [a, b] onda
postoji tacka ¢ € (a,b) takva da je

[ f(@)dz = f(c) (b~ a).

(vidi sliku).



e Njutn-Lajbnicova formula:

Neka je funkcija f(x) integrabilna na intervalu [a, b]. Pos-
matracemo funkciju

Fz)= [ f(t)dt.

Tvrdjenje: Ako je funkcija f(x) integrabilna na intervalu
la, b] onda je funkcija F'(x) neprekidna na intervalu [a, b].

Tvrdjenje: Ako je funkcija f(x) neprekidna na intervalu
la, b] onda je funkcija F'(x) neprekidna na intervalu (a,b) i
vazi

F'(z) = f(x).
Dokaz: Posmatra¢emo prirastaj funkcije F'(x):

FlatAa)-Fla)= [

a

Feydi—[* fyde = [T p@yde = flo)A.

T

Odatle je

x+ Az) — F(x
) = g, S < 0= ),

Tvrdjenje: Ako je funkcija f(x) neprekidna na intervalu
[a,b] i ako je ®(x) njena proizvoljna primitivna funkcija.
Tada vazi

[ () da = (b) — B(a).
Dokaz:

Posto znamo da se svake dve primitivne funkcije f(z) raz-
likuju do na konstantu, zakljuc¢ujemo da je

O(z) = [ f(t)dt+C.



Stavljajuci da je x = a, dobijamo da je
®(a) = C.

Dalje, Stavljajuc¢i da je x = b, dobijamo da je

b b
Sb) = [ f(t)dt+C = [ f(t)dt + (a).
Odavde je
b
| f(x) dz = ©(b) — B(a).
Primena odredjenog integrala:
[ Povrsina figure u ravni

Direktna posledica definicije (vidi sliku).

II Duzina luka krive u ravni.

Kriva - grafik funkcije f(z) na intervalu [a, b].

Kriva - zadata parametarskim jednacinama

IU:x(t), y:y(t>7 te [aaﬁ]'

Primer
r =cost, y=sint, te€]|0,2n].

Neka je kriva L zadata parametarskim jednacinama
r=uz(t), y=yt), tela,bl.
Podelimo interval [«, 5] na podintervale
a=ty<th1L<...<t,=p

i odgovarajuce tacke na krivoj L oznacimo sa My, M, ..., M,.
Posmatra¢emo izlomljenu liniju sastavljenu od tih tacaka,



tj. liniju sastavljenu iz duzi M; {M;, ¢ = 1,...,n (vidi
sliku). Oznacimo sa s(M;_1 M;) duzinu duzi M;_1 M;. Imamo
da je

S(M()Mn) = zi:lS(Mz_lMl)

Definicija: Ukoliko postoji kona¢na grani¢na vrednost

lim s(MyM,),

Ataz—0

onda kazemo da je kriva [ ispravljiva, tj. da ima duzinu.
Pomenuta grani¢na vrednost se u tom sluc¢aju zove duzina

luka krive L.

Definicija: Kriva L je glatka ako su funkcije x(t) i y(t)
neprekidne zajedno sa svojim izvodima i ako 2'(t) i y/(t)
nisu istovremeno jednaki nuli ni za jedno t € [« 5].

Neka funkcija f : [a,b] — R zadovoljava sledece uslove:

1. Neprekidna je na intervalu [a, b].

2. Diferencijabilna je na intervalu (a,b).

Tada postoji bar jedna tacka ¢ € (a,b) takva da je

£(b) ~ f(a)

fley=12—2

Tvrdjenje: Neka je kriva L glatka. Tada je ispravljiva i
duzina luka krive L se racuna po formuli

s= [ o2 02

Dokaz:



Imamo da je

s(MyM,,) = XZ: s(Mi—i M) =/ (w(ti) — w(tic1))? + (y(t:) — y(tim1))>.

Na svakom intervalu [ti,ti_l] primenimo Lagranzovu teo-
remu. Imamo da je

o(t;) — x(tio1) = o' (&)Ati, & € [ti, tia],

y(ti) —y(tiz) =y (i) Ati,  n; € [ti, tia).
Dakle vazi

s(MoM, Z Va'(&)? +y ()2 At

Prelaskom na limes i uzimajuci da, kada At,,,, — 0, mozemo
smatrati da je & = n;, dobijamo da je

lim s(MOMn): hm \/x y'(&)?At;,

Atmax ma;z

s—/ \/x t)? dt.

Kriva - grafik funkcije f(z) na intervalu [a, b]:
b
s = / 1+ 9y'(x)?de.

ITI Povrsina obrtnog tela:

tj. konacno

_27r/ (t)y/ y' ()2 dt.

Kriva - grafik funkcije f(z) na intervalu [a, b]:
=27 / z)\/1+y'(z)? dx.

IV Zapremina obrtnog tela:



V= [y o) dr

e Kriva - grafik funkcije f(x) na intervalu [a, b]:

b
V= 7r/ y(r)? dz.



